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Vorwort des Uebersetzers. 

Der vorliegende zweite Theil der theoretischen Mechanik 
von J. Somoff zeichnet sich, gleich dem ersten, durch viel- 
seitige Anwendung der geometrischen Grössen und Punkt- 
fimctionen, sowie überhaupt geometrischer Methoden aus. Als 
Einleitung in die Statik und Dynamik ist eine „Geometrie der 
Massen" vorausgeschickt, welche, von den ebenso präcisen, 
wie allgemeinen Cauehy'schen Definitionen und Formeln zur 
Behandlung von Kaumgrössen und Massen ausgebend, eine 
ziemlich ansfBhrliche Theorie der Momente ersten and zweiten 
Grades, sowie der „Variation der Massen und Raumgrössen" 
giebt. Dieser letztere Abschnitt ist von besonderem Interesse; 
er enthält eine ganz allgemeine, von der Art des Coordinaten- 
systems nnabhäugige Definition des Differentialparameters zwei- 
ter Ordnung. In der eigentlichen Statik ist die Theorie des 
Potentials und der Attraction eingehend und eigenartig behandelt. 
Die verschiedenen Formen der Gleichgewichtsbedinguugen eines 
Hräftesystems werden durch Behandlung des Vectors und des 
Momentes einer Kraft als geometrischer Grössen auf ihre ein- 
fachste Gestalt zurückgeführt Auf Grund dieser allgemeinen 
Beziehungen giebt dann das IV. Capitel eine ausführliche Be- 
handlung des Gleichgewichts am unveränderlichen Punkt- 
system und das V. Capitel die Theorie der Aequivalenz der 
Kräfte. Den Schluss bilden in dem VI. Capitel die vom Ver- 
fasser in neuer und selbstständiger Behandlungsweise durch- 
geführten Untersuchungen von Möbius und Minding über 
Gentralpunkt und Centralebene, über Gleiehgewichtaaxen und 
Auen der Aequivalenz. 
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Schliesslich sei noch bemerkt, daes von dem zweiten Bande 
nur die Einleitung (Geometrie der Massen), sowie das I. und 
Tl. Capitel der Statik bei Lebzeiten des Verfassers erschienen 
sind. Jedoch war der Übrige Theil (das III. bis VI. Capitel) 
im Manuscript vollständig druckfertig vmd wurde auf Veran- 
lassung der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften ohne 
irgend wesentliche Äendemngen herausgegeben. 

Auch die vorliegende deutsche Uebersetzung hat sich 
nirgends Aenderungen erlaubt. 

Karlsruhe, 1879. 
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Eiuleitaug in die Statik nnd Dynamik. 



Geometrie der Massen. 

Ä. Berechnung von geometrischen BanmgrSsBeD und von Massen. — 

Mittelweith einer Pnnktfunction. — Mittlere Dichtigkeit einer MaMte. — 

MaeBenmittelpnnkt. 

1. Ist E eine geometrische Eaumgrösse von einer, zwei 
oder drei Dimensionen und m eine in der Weise von j? ab- 
hängencle Grösse, dass jedem Werthe von E ein bestimmter 
Werth Yon m entspricht, der sich gleichzeitig mit jenem 
ändert und gleichzeitig mit ihm zu Null wird, so kann man 
m als einen gewissen Gehalt der Raumgrösse E betrachten 
und als eine Masse, derm Haum E ist, bezeichnen.*) In 
diesem Sinne kann man die Zeit, während der sich ein Punkt 
bewegt, als die Masse des von ihm zurückgelegten Weges 
(einer linearen Raumgrösse) ansehn; das Volumen eines Über 
einem ebenen Flächenraume E errichteten und von einer be- 
liebigen Fläche S begrenzten Cylinders kann man als Masse 
des Flächenranms E, oder auch als Masse des durch den 
Gjlinder ausgeschnittenen Theiles der Fläche 8 betrachten. 

Ist E ein Volumen und m ein anderes, welches Punkte 
enthält, die in einer gewissen Abhängigkeit von den Punkten 
des Volumens E stehen, z. B, die Punkte, die man durch homo- 
graphische Transformation der Punkte von E oder nach der 
Methode der reciproken Badieavectoren (s. Kinematik, § 59} 
erhält, so kann man m als Masse in dem Volumen E ansehen, 
und umgekehrt E als Masse in dem Volumen m. 

*) Canchy nennt die GrOasen E und m gleichzeitig bestehende (co- 
exiatantee). 8. Canch;, Exercices d'analyse et de physique mathäma- 
tiqne. T, 11, pag. 188. 
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Eb sei nun /JE ein unendlich kleiner Theil von E, der 
keine einzige endliche Dimension hat, in dem also der Ab- 
stand irgend zweier seiner Punkte unendlich klein ist; ^m 
sei der entsprechende Theil der Masse m. Dann ist das Ver- 
hältuiss — -p eine Grösse, die sich, wenn sich alle Dimensionen 
von ^E der Null näbern, einem gewissen Grenzwerthe p 
nähert, welcher im Allgemeinen eine Function von einem der 
in der Kaumgrösse E enthaltenen Punkte sein wird. Eine 
solche Function nennt man die Dichtigkeit der Masse m in 
dem betreffenden Punkte M. 

Ist z. B, E der von einem Punkte in der Zeit m durch- 
laufene Weg und V die einer beliebigen Lage M des beweg- 
lichen Punktes entsprechende Geschwindigkeit, so ist p ^ — 
die Dichtigkeit der Masse m im Punkte M. 

In dem oben angeführten Beispiele des Volumens einea 
über dem Flachenraume E als Basis errichteten und von einer 
Fläche iS begrenzten Cylinders ist die Dichtigkeit die Länge 
einer, der Erzeugenden des Cylinders parallelen, von E und 
S begrenzten geraden Strecke. Ist m die Figur, in welche 
eine Figur E vermittelst der Transformation durch reciproke 
Radien vectoren Übergeht und sind M' und M zwei homologe 
Punkte jener Figuren, r' und r deren Abstände von dem 
Pole 0, so dass also die Bedingung rr' ^ c" besteht, so ist 
ä = -e die Dichtigkeit der Masse m, die in dem Volumen E 
enthalten ist. (S. Kinematik, § 60, S. 137 unten.) 

Ist die Dichtigkeit p eine constante Grösse, d. h. hat sie 
denselben Werth für alle Punkte der ßaumgrösse E, so nennt 
man die Masse tn homogen. 

2. Denken wir uns die ganze Raumgrösse E in unendlich 
kleine Theile JE getheilt, die keine einzige endliche Dimen- 
sion haben, und die Masse m in entsprechende Theile Jm, 
so ist 

E = ZidE und m = 2:Jm, 
wo das Zeichen H die Summe aller Theile von der Art JE, 
reap. z/m bedeutet. Die Summe SJE kann man durch den 
Grenzwerth ersetzen, welchem sich die Summe der sogenannten 
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_ 3 — 

Differentialelemente der Raumgrösse E nähert, wenn alle 
DimensioneD von E sich der Null nähern. Das Differential- 
element dE der Raumgrösse E ist eine, von derselben Ord- 
nung wie JE anendlich kleine Grösse und wird bekanntlieh 
durch das Product einer gewissen Function eines Punktes der 
Raumgrösse in die Differentiale einer, zweier oder dreier 
Coordinaten dieses Punktes ausgedr&ckt; dabei genügt es der 
Bedingung, dass das VerhÜltniss — ^ sich der Einheit nähert, 
wenn die Dimensionen der beiden Grössen dE und JE sich 
der Null nahem. Der Grenzwerth der Summe der Element« 
dE wird durch das Integral fdE ausgedrückt.*) 

Das Product der Dichtigkeit p der Masse m in das Ele- 
ment dE der Raumgrösse, d. h. die Grösse qüE ist das 
Differentialelement dm der Masse m, und man kann SJm 
durch das Integral fqdE ersetzen, wobei die Integration nach 
den Coordinaten zwischen denselben Grenzen auszuführen ist, 
wie bei der , Integration fdE. Es dürfte nicht überflössig 
sein zu zeigen, mit welchem Rechte die Summe EJm durch 
das Integral fdm, worin dm = (fdE ist, ersetzt werden darf. 

Das Verhältniss -^ = —p ■ ^-g- hat die Dichtigkeit q 
zur Grenze; man kann daher setzen 

wo et eine unendlich kleine Grösse bedeutet; mithin ist: 

lim i:Jm = lim SgdE + lim SadE. 
Bezeichnen nun a und h den kleinsten und den grössten der 
Werthe von a, so hat man 

a<a<b und adE<adE<ME, 
woraus folgt: 

* ^ -ZdE' < ''■ 
Da die Grössen a und h beim Grenzübergange verschwinden, 
HO verschwindet auch 

lim EadE lim X adE _ 

lim SdE W ' 

•) Wie aufl der lEtegralrechnnng bekaunt; b, z. B. Serret, CourB 
de calcul diff. et integral. Paris 1868. T, II. 
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mithin ist: lim 21a<lE = 0. Hiermit wird aber 

lim SJm = lim SffdE, 
also 

*M = JtfdE. 

Wenn allgemein q irgend eine Function eines Punktes 
der Baumgrösae E ist, so repräaentirt das ober die ganze 
Baumgrösse E ausgedehnte Integral f^dE eine gewisse in E 
enthaltene Masse m, deren Dichtigkeit ^ ist; dabei kann q 
eine reelle positive oder negative, oder sogar im^näre 
Girösse sein. 

ä. lat E eine Linie s, so hat dE die Form ds = f(g)dq, 
v/o q eine der Coordinaten eines Punktes dieaer Linie oder 
eine andere Variable ist, als deren Functionen die Coordinaten 
ausgedrückt werden. 

Ist ferner E eine Flache S und ist ein Punkt M derselben 
durch zwei Coordinaten g, und q^ bestimmt, deren reciproke 
Parameter a, und o^ sind, so kann man fQr dE oder dS den 
Flächeninhalt eines Parallelograinms wählen, dessen Seiten 
a,(/^i und a^dq^ auf den Parametern a, und a^ aufzutragen 
sind, so dass man hat 

dS = «lOg am {a,a3)dqidqf. (1) 

Die Strecken a,(f(/i und a^dq^ kann man als die Bogendifferen- 
tiale der Coordinatenlinien (q^) und (q,) betrachten, die durch 
ihren Schnitt den Punkt M bestimmen. Bezeichnet man diese 
Bogen mit s, und Sj, so ist: 

ds,^o,af3, und ds^ ^ a^dq^, 
also 

dE = ds,äs^ sin {ds, ds^). 

lat E ein Volumen V und sind dessen Punkte durch die 
Coordinaten q^, q^, q^ bestimmt, deren reciproke Parameter 
Oj, Oj, Os seien, so kann man für dE oder dV ein Parallel- 
epipedon wählen, dessen drei in einem Eckpunkte susammen- 
stoasende Kanten die Längen ßidq,, Oidq^, t^dq^ haben und 
auf den Richtungen a,, a^, (^ resp. aufzutragen sind. 

Bezeichnet man ferüer mit a^, a^, a^ die Cosinus der 
Winkel (a2^)t ('*A'h)> (<^^) ^^^ setzt (vergl. Kinematik 
Cap. Vin, S. 148) 
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80 ist: 

Der Ausdruck 0,0^03^1 ist das Yolumen des über den Para> 
metem Oj, n^t ^s coustruirten Parallelepipedous. 

Infolge der Beziehung zwischen dem reciproken und dem 
directen Parameter einer Punktfimction (a. Kinematik, 8. 154, 
Formel (20)) hat man 

mithin ist 

und dies geht mit Hilfe der Formeln auf Seite 152 der Kine- 
matik in den Ausdruck 



aber, in welchem 



1 c?s 
3. 1 



die Determinante des complementären Systems der Axeu A„ 
hg, hg bedeutet. Der Nenner jenes Ausdruckes ist das Volu- 
men des über den directen Parametern \, h^, h^ construirten 
Parall el epipedons . 

Setzt man zur Abkürzung 

a, 0,0. ^ '^ — 7 = , (3) 

so ergiebt «ich als allgemeine Formel für das Differential- 
element eines Volumens: 

Die Integrale 
s = ff{q)dq, S = JoiO^ 8in(aj«j)d3,rfgg, V = Jwdq^dq^dq^ 
repräsentiren resp. eine Linie, eine Fläche, ein Volumen, während 
die Integrale 
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m = fef(s)dq, m = J^a^a^ auiia^a^dq^dqtf 
m = jQttidqidq^dq^ 
die zwischen denselben Grenzen wie jene zu nehmen sind, die 
entsprechenden Massen darstellen. 

4. Wenn die Pnnkte einer Flache S durch drei Coordi- 
naten g,, q^, q^ bestimmt sind, zwischen denen die Gleichung 
besteht 

so kann man folgendermassen einen Ausdruck für das Element 
dS als Function zweier der drei Coordinaten g,, q^, q^ erhalten. 
Man denke sich in einem beliebig auf der Fläche S ge- 
wählten Punkt« M (Fig. 1) das DifFerentialparallelepipedon (3) 
Pjg, I, ^JlfC7)E,de8BenKantena,rfg'i,a^tfgj, 

dgdq^ auf Ui, Oj, Oj aufzutragen sind. 
Dieses Parallelepipedon ist ein Theil 
eines Prismas von unbestimmter 
Länge, dessen Basis MBDC ist und 
dessen Kanten parallel MA verlaufen. 
Schneidet man dieses Prisma mit der 
Tangentenebene derFliiehejS im Punkte 
M, so erhält man ein Parallelogramm 
MPQR, das man als Flächenelemeut dS wählen kann. 

Bezeichnet nun n diejenige Richtung der Normale der 
Fläche S im Punkte M, welche mit dem reciproken Parameter 
a, einen spitzen Winkel (na,) bildet, so ist dS coa (na,) der 
Inhalt der Schnittfläche des Prismas mit einer zu Oj senk- 
rechten Ebene; folglich ist 

dS cos (noj) . Ojdq^ 
das Yolumen des Parallelepipedons dV, und man erhält nach 




Formel (3) 



dS cos (»Ol) . a,dq^ = adq^c 



Auf ähnliche Weise kann man finden: 
dS ^^— dq^dq^, dS = 



dq^dg^. 



-. dq^ dq^ . 



(4) 



(5) 
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Bedeutet P den' DifiTerentialparameter dpr Function <p, 
welche die linke Seite der Gleichung 9^ f^i, ^3, ffa) ^ bildet, 
80 ist: 

J^ = a,i'coa(J'a,), ^ = a,Fcm(Pa.), ^^ = a.P cos(Fa,\ 

C03 (««i) = + COS (jPoi), cos (»iOg) = + cos (Pos), 
cos (»(I3) ^ + cos (POj) 
(vergl. Kinematik, Cap. VII u, XU). Dadurch nehmen die Aus- 
drücke (4) und (5) die Form an: 

<iS=±^dq^dq„ dS=±j^dqidq^, dS^ + ^dq^dq^ (6) 
Sqt Sq, dq^ 

Bei Anwendung einer dieser Formeln eliminirt man mit 
BGlfe der Gleichung tp (q^, q^, q^) ^ diejenige Coordinate, deren 
Differential in der betreffenden Formel nicht vorkommt. 

Eine über eine Fläche S ausgedehnte Integration lässt 
sich auf eine Integration zurückführen, die sich Qber alle 
Punkte der Begrenzung s der Fläche S erstreckt; daher kann 
man eine in der Fläche S enthaltene Masse durch eine längs 
der Begrenzung der Fläche vertheilte Masse ersetzen. Ebenso 
lässt sich jede über ein gegebenes Volumen V ausgedehnte 
Integration auf eine Integration zurückführen, die sich über 
die ganze das Volumen begrenzende Oberfläche S erstreckt, 
und man kann daher die in dem gegebenen Volumen enthaltene 
Masse durch eine auf der Oberfläche des Volumens vertheilte 
Masse ersetzen. 

5. Allgemeine Formeln, mw ein über dne Fläche aus- 
gedehntes Integral auf ein i^er die Begrensung dieser Fläche 
ausgedehntes Integral sunickzuführen. • 

£3 sei das Doppelintegral 

gegeben, worin g, und q^ die Goordinaten eines Punktes M 
sind, welcher auf der Fläche S liegt, über die sich die In- 
tegration erstreckt; dabei soll f(qi,qi) für jeden Punkt der 
Fläche S einen endlichen bestimmten Werth haben. 

Führen wir zunächst die Integration nach q.^ aus, wobei 
g, als coQstant betrachtet wird, d. h. nehmen wir die Summe 
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derjenigen Elemente f{gi,Qi)dq2, die sich auf die in der Co- 
ordinatenlinie (qi) liegenden Punkte der Fläche S beziehen. 

Denken wir uns nun, dass sich auf der Linie (j,) ein 
Punkt in dem Sinne, wohin q^ wächst, bewegt und dass Jlf„ 
Mi, . . . Mp die suceeasiven Stellen des Eintritts und Austritts 
jenes Punktes aus der Fläche S bedeuten, und zwar motten 
die ungeraden Indices die Eintrittspunkte, die geraden die Äus- 
trittspunkte bezeichnen. Man kann immer annehmen, dass die 
Anzahl der einen und der andern Punkte zusammen gerade 
ist;*) dabei sieht man im Falle einer Berührung zwischen der 
Linie ($,) und der Begrenzung s der Fläche S den Berührungs- 
punkt als einen doppelten, d. h. als einen Eintritts- und einen 
Austrittapunkt an. Die den Punkten M^, M^, Jtf,, . . . Mp 
entsprechenden Werthe der Goordinate q^ sind die Girenzen des 
Integrals //'(r;^ , q^dq^ und lassen sich mit Hilfe der Gleichungen 
der Linien, aus denen die ganze Begrenzung s der Fläche S 
zusammengesetzt ist, als Functionen von q^ darstellen. Setzt 
man diese Grenzen als bekannt voraus, so findet man eine 
Function i^(?i,$g), die der Bedingung genügt: 

in diese Function setzt man jene Grenzen für q^ ein, wodurch 
man die Werthe der Function F{q^,q^ in den Punkten M^, 
M^, Mg, ... Mp erhält, die mit F^, F^, ... Fp bezeichnet 
werden mögen. Man hat somit: 

/«9„ 9,)<iSi -F,-F,.+ F,-F, + - + F,-F^,; 
folglich wird: 

//■(?!. 9,)dq,dq, =/(- F, + F, - F, + ■•■ + F,)dq,. 
Nun bleibt noch die Integration nach q^ auszuführen; 
dieselbe muss sich auf alle den Punkten der Begrenzung der 
Fläche S zugehörigen Werthe der Goordinate g, erstrecken.. 

*) Es wird vorauBgeaetEt, daae die Linie (q,) ebeneo oft aus der 
F^he S anstritt, als sie in dies'elbe eintritt. Wenn {j,) nicht tme der 
Fläche aastritt, oder in ihr anfängt, oder in ihr endet, bo kann man die* 
Fläche S in Theile zerlegen, die der geforderten Bedingung genfigen, 
dann die Transformation auf jeden Theil besondere anwenden und die 
Summe der Begultate bilden. ' 
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Die Terschiedenen hierdtircli erhaltenen Ausdrücke, die den ein- 
zelnen Theilen der Begrenzung der Fläche S entsprechen, 
lassen sich in ein einziges über die ganze B^p-euzang s aus- 
gedehntes Integral vereinigeo. 

Es sei nämlich M ein beliebiger Punkt der Begrenzung 
s der Fläche S, ds die unendlich kleine DifFerentialverachiehung 
dieses Punktes auf der Begrenzung in dem Sinne, wohin 9, 
wächst, und dq^ das dieser Yerschiebnng entsprechende Differen- 
tial der Coordinate $,. Nach § 51, S. 106 der Kinematik ist 

dg-, = Aj cos {hids)ds, 
wo Ä, der directe Differentialparameter der Coordinate 3, ist 
nnd (h^ds) der Winkel, den derselbe mit' der Verschiebung 
ds büdet 

Man denke sich im Punkte M die Tangentenebene der 
Fläche S nnd in dieser Ebene die Normale n der Begrenzungs- 
curve, und zwar im Sinne nach dem Austritt des Punktes M 
aus der Fläche S bin gerichtet; wir nennen n mit Rücksicht 
hierauf die äussere Normale. Da h^ auf o, und n auf ds senk- 
recht steht, so ist 

cos(Ä,ds) -=" + cOB(«aj), 
wo das Zeichen -{- den Eintrittspunkten und das Zeichen — 
den Austrittspunkten entspricht; hiermit wird 

^2i ^ + ^1 eos (na^)ds. 
Substituirt man diesen Werth Ton dg, in jedes Glied des 
Resultates der ersten Integration, d. h. in den Ausdruck 

{-J.-ffa — Fs-I {■Fp)dq^^-F^dq,~['F^dqi h-Fp^Si, 

80 erhält man eine Summe Ton Gliedern von der allgemeinen 
Form 

F(q^,qg)\coa(nat)ds. 
Die Siunme aller Werthe, welche diese Function für die Punkte 
der ganzen Begrenzung s der Fläche S annimmt, machen das 
vollständige Resultat der Integration nach der zweiten Co- 
ordinate 3, aus. Es ist also 

ffi^i, 3»)'*2id3i — /F(2i . 2a)Äi cos (naa)^«, (7) 



fiQi, Si) = 



8F (q„q,) 

3 g, 



izecy Google 



Durch Umkehrung der Reihenfolge der Integrationen nach q^_ 
und g^ findet mau auch 

Jf{ii,g.i)äq,dq^ = J^{qi,qi)\<iO&{na^)ds, (8) 

f{q.q.)='^^- 

SpecielU Falle. 1) Gesetzt die Fläche S sei eben und ihre 

Punkte seien durch geradlinige Coordinaten x und y in Bezug 

auf Axen bestimmt, die in dieser Ebene liegen und den Winkel fr 

einschliessen. In diesem Falle hat man in Formel (7) zu setzen: 

Si = Xy fls =*= y, \ = "'"Ä' ""^^ (03") = cos (j/m); man erhält 
also aus jener Formel: 

Jf{x, y)dxdy = ^^Jf{x, y) cos {^n)ds, (9) 



f{o^,y)- 



_^(x,irt_ 



Ebenso erhält mau: 

lf{x, y)dxdy = ^-^ / <P{x, y) cos (xn}ds, 
mit 

Für rechtwmklige Axen hat man nur sin * = 1 zu setzen. 

2) Die Fläche S sei wieder eben, ihre Punkte aber durch 
Polarcoonlinaten bestimmt, nämlich durch den aus dem Pole 
gezogenen Radiusvector und durch den Winkel tp, welchen der 
Radinsvector mit einer gegebenen Axe bildet Die Formel (7) 
giebt: 

ff(r, ip)drd>p = /j'(r, <p) ^ cos {rn)ds, (10) 

mit 

Bei Ableitung der Formel (7) wurde vorausgesetzt, dass 
der die Coordinatenlinie {q,) beschreibende Punkt ebenso oft 
aus der Fläche S aus- wie in dieselbe eintritt; man darf 
daher die Formel (10) nur in dem Falle anwenden, dass der 
Pol ausserhalb des Flächenraumes S liegt, d. h. wenn der 
Radiusvector ebenso oft aus S aus- wie eintritt 
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Doch bleibt die Formel (10) auch fiir den Fall richtig, 
dass der Pol innerhalb des Flächenraumea S oder auf dessen 
Begrenzung liegt, wenn man festsetzt, dass der Pol als erster 
Gintrittspunkt jedes Radiuavectors gelten soll. Betrachtet man 
nämlicli <p als constant und integrirt nach r, so folgt 

d<pff(:r, <p)dr = (- F, + J^ — ^^s H h K)^^, 

wo nun Fj = F(0, <p) ist. Setzt man hierauf «jg) = ^ - coa {rq>)ds, 
so bringt man dadurch alle Glieder des sich ergebenden Re- 
sultats auf die allgemeine Form: 

F{r, 9>) - coa{r^)ds. 
Dabei muss man aber beim Integriren nach 9 den Pol als 
einen der Begrenzung angehörenden Punkt betrachten und 
als den auf diesen Punkt bcKOglicben Theil des Integrals 
f F{r,<p}- co8(rip)ds den Ausdruck 

~jF(0,,p)d^ (U) 

nehmen, wobei die Integration nach rp über alle Werthe dieser 
Yariablen auszudehnen ist, die allen übrigen Punkten der Be- 
grenzung entsprechen. 

Liegt der Pol innerhalb des Flächenraums 8, so sind die 
Grenzen des Integrals (11) und 2n. Liegt der Pol aber 
auf der Begrenzung, so sind die Grenzen die Werthe von tp, 
welche den äussersten Tangenten elitsprechen, die man vom 
Punkte aus an die Begrenzung s ziehen kann. Kann man 
durch nur eine Tangente an die Begrenzung legen, so ist 
die Differenz der Grenzen 7t. 

Aehnliche Bemerkungen gelten auch für die geodätischen 
Coordinateu auf einer krummen Fläche S (s. Kinematik 8. 172), 
wenn die geodätischen Linien aus einem innerhalb der Fläche 
oder auf deren Begrenzung gelegenen Punkte ausgehen. 

Sind die Punkte einer Fläche S durch drei Coordinaten 
im Baume, 9,, 9,, q^, bestimmt, so muss man mit Hilfe der 
Gleichung der Fläche eine Coordinate, z. B. q^, eliminiren, dann 
die beiden übrigen als Coordinaten ^uf der Fläche betrachten 
und für sie die Differential parameter nach den in der Kine- 
matik (§ 51) gegebenen Kegeln bestimmen. 
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6. AllgemeitK Formeln, um ein iS)€r ein Fo^ujwe» aus- 
gedehntes Integral auf ein Ober die ganze Oberfläche des Volumens 
ausgedehntes swrückgußhren. 

Eb sei das dreifache Integral 

JfiHi, 1i, 9s)^9i<^Qi'^Qi (12) 

gegeben, worin 9,, q^, q^ die Coordinaten eines Punktes des 
gegebenen Volumens V sind; f{q,,gi, 33) sei eine Fanction der- 
selben, die för jeden Punkt des Volumens einen einzigen 
endlichen und bestimmten Werth hat; die Integration erstrecke 
sich über das ganze Volumen, 

Wir führen zuerst die Integration nach q^ aus, indem wir 
9, und q^ als constaut betrachten, d. h. wir bilden die Summe 
derjenigen Elemente des Integrals, welche zu den Punkten der 
Coordinatenlinie (q^q^) gehören. Um die Grenzen dieser Inte- 
gration zu finden, denken wir uns, dass sich auf der Linie 
CSiSs) ßio Punkt in dem Sinne bewege, wohin g, wächst. 
Wir nehmen an, dass dieser Punkt ebenso oft aus dem Volu- 
men V aus- als eintritt*) und bezeichnen die successiven 
Eintritts- und Äustrittspunkte mit Mj, 3f,, M^, ... Mp, so 
zwar, dass den Eintrittspunkten die ungeraden, den Äustritts- 
punkten die geraden Indicea entsprechen. 

Ist -F(9i,?ai2s) ßi°« Function, die der Bedingung 

genfigt, und sind F^, F^, ... Fj, die Werthe dieser Function 
in den Punkten Mi, M^, . . . Mp, so ergiebt die Integration 
nach qg ein Resultat von der Form: 

^Qidqiffiqu ffa, Ss)'^«^ = 

— Fidq^dq^ + F^dq^dq^ — F^dq^dq^ -\ 1- Fpäq^dq^; (13) 

hier ist in jedem Gliede für die Ooordinate q^ derjenige Aus- 

*) Wenn die Aozahl der Angtrittspunkte der der Eintrittspunkte 
nicht gleich ist oder die ganze Linie {q, q^) in dem Volumen V ein- 
geecbloBBen ist, so kann man das Volumen V in Theile zerlegen, fQr 
welche die geforderte Bedingung erfüllt ist, dann die beabgichtigte 
Tranaformation in jedem Tb eile einzeln Tomehmen und endlich die 
Summe der den einzelnen Theilen entsprechenden Resultate bilden. 



izecy Google 



- 13 - 

druck Ton g^ als Function Ton 9, und q^ zu setzen, den man 
au3 der Gleichung des Theils der Oberfläche des Volumens V 
erhält, in welchem der dem betreffenden Gliede entsprechende 
Punkt liegt. Nun ist dieser Ausdruck noch nach 9^ und q^ 
zu integriren, wobei die Integration sieb über alle Punkte 
der das Volumen V begrenzenden Flache S zu erstrecken hat. 
Die Terschiedenen durch diese Inte^ation erhaltenen Resultate, 
die den einzelnen Theilen der Fläche S entsprechen, lassen 
sich in ein einziges über die ganze Oberßäche ausgedehntes 
Integral vereinigen. 

Bezeichnet nämlich dS ein F^henelement von zwei un- 
endlich kleinen Dimensionen, so hat man nach Formel (5) § 4: 

dabei ist <d = a^a^a^^^ und (no,) bedeutet den Winkel, welchen 
der Parameter o, mit der äusseren Normale der Fläche S im 
Punkte Miq^, q^, q^) bildet, d. h. mit der Normale, die von 
dem Volumen V nach aussen hin gerichtet ist. Das negative 
Zeichen der Formel gilt für den Fall, daas M ein Eintritts- 
punkt des Parameters a^ in das Volumen ist, das positive für 
den Fall eines Austrittspunktes. Beachtet man dies und sub- 
stituirt den gefundenen Ausdruck {ür dq^dq^ in die Formel (13), 
so nehmen alle Glieder derselben die allgemeine Form an: 

^ ^i9i, 93- ?3)«j cos(«03)dS; 
es nmsB also die Summe der Werthe, welche dieser Ausdruck 
für alle Punkte der ganzen Fläche S annimmt, dem Inte- 
grale (12) gleich sein. Man hat somit: 

Jf(üi>Q2,S3)dq,dq^dq3 = A F(q„ q^,qC)<h cos (na^)dS , (14) 



mi, 2i> «9) = — ^^^^-^ ■ 



Durch Aenderung der Reihenfolge der Integrationen nach 
ffit S*> ffs ergeben sich zwei weitere Formeln von derselben 
Gestalt. 

Spedelle Falk. 1) Für ein geradliniges Coordinatensystem 
der X, y, z hat man nach Formel (14): 
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ff{x, y, z)dxdydz = ^ Cf{x, y, z) cos (ns)dS, (15) 

wo fix, y, 2) = — ■- ' ^' ■ und a eine Constante ist. Im Falle 
rechtwinkliger Cootdinaten wird w ^ 1. 

2) Für ein System von Polarcoordinaten, nämlicli den 
Radiusvector r, den Winkel rp, den derselbe mit einer festen 
Axe Oz bildet, und den Winkel tfi, den die Ebene des Winkels tp 
mit einer festen, durch die Axe gehenden Ebene einschliesst, 
erhält man: 

j'f(r, q,, *)drd^d* -fPir, q,, *) '-^^f , (16) 

WO 

Die Bedingungen, unter denen die Formel (14) abgeleitet 
wurde, forderten, dass die Coordinatenlinie (ji^j) in dem Volu- 
men V weder beginne noch endige; wir dürfen daher die 
Formel (16) nur in dem Falle anwenden, daas der Coordi- 
natenpol ausserhalb des Volumens V liegt. Doch bleibt 
die Formel (16) auch in dem Falle, dass innerhalb des 
Volumens V oder auf dessen Oberfläche liegt, richtig, wenn 
man den Pol als ersten Eintrittspunkt für alle Radien vectoren 
ansieht und den auf diesen Punkt bezüglichen Theil des Inte- 
grals in der Form darstellt; 

—JF{0, <f>, il>)d^d>l). 
Liegt der Pol innerhalb des Volumens V, so muss sich 
die Integration nach ip und ^ über alle Punkte der Oberfläche 
einer Kugel vom Mittelpunkt und von einem Radius gleich 1 
erstrecken. Liegt dagegen der Pol auf der Oberfläche des 
Volumens und hat diese Fläche in diesem Punkte nur eine 
Tangentenebene, so erstreckt sich die Integration über die den 
Punkten einer Halbkugel entsprechenden Werthe von <p und 
^. Bildet endlieh der Pol die Spitze eines Kegels, der die 
Oberfläche des Volumens V berührt, so hat sich die Inte- 
gration über den innerhalb dieses Kegels liegenden Theil der 
Kugel Oberfläche zu erstrecken. 

Bedeutet da ein Element von zwei unendlich kleinen 
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DimeDBionen auf einer Kugelääche tf, deren Mittelpunkt der 
Pol und deren ßadias gleich 1 ist, und sind rp, ^ die 
CoordinatcD eines diesem Kiemente angebörigen Punktes, so ist 

da ^ Bmqxiipdi'; 
hieraus ei^ebt sich dfpdi> = - — . Führt man also in 
ff{r,ip,fi>)drdtpd^ die Integration nach r aus, so erhält man 
ein Resultat, daa sich in folgender Form schreihen läsBt: 

dabei erstreckt sich die Integration nach ds über die ganze 
£ugel 6, wenn der Pol innerhalb des Volumens Hegt; 
wenn aber ausserhalb des Volumens oder auf dessen Ober- 
fläche S liegt, so erstreckt sich die Integration nur auf den 
Theil der Kugel, der alle Schnittpunkte der Kugel mit den 
aus nach allen Punkten der Fläche S gezognen Radien- 
vectoren enthält. Dieser Theil ist eine Halbkugel, wenn alle 
durch gehenden äussersten Tangenten an iS in einer Ebene 
liegen. 

Es sei noch bemerkt, dass man dö als Centralprojection 
des Oberflächen elements dS auf die Kugel vom Radius 1, 
deren Mittelpunkt ist, oder als Perspective von dS für 
als Augenpunkt betrachten kann; dabei ist dS coa (nr) ^ r*do, 
so dass die Formel (17) wieder in (16) fibergeht. 

7. Das Integral 

ffiii,9t)dqtdq^ 
(§ 5) lässt sich als eine über die Fläche S vertheilte Masse 
ansehen, deren Dichtigkeit in jedem Punkte gleich 

^ dS «lOj Bin (0,0,) 

ist. Diese Masse läast sich nach Formel (7) durch eiue über 
die Begrenzung s der Fläche jS' vertheilte Masse, deren Dichtig- 
keit in jedem Punkte der Begrenzung gleich 

F(qi, 2s)A, cos («Oj) 
ist, ersetzen. 

Die Formel (8) liefert eine andere Vertheilung derselben 
Masse über die Begrenzung. 
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Ebenso repräsentirt das Integral 

(§ 6) die Masse eines Yolumens V; ihre Dichtigkeit ist in 
jedem Punkte des Yolnmens: 

wo d =< «,«2(1^^. Nach Formel (14) lässt sich diese Masse 
äher die ganze Oberfläche S des Volumens 7 derart ver- 
tfaeilen, dass ihre Dichtigkeit in jedem Funkte gleich 

■~-f{ff,,2ii,s,)a,cos(«aj) 
ist. 

8. Man kann jede Masse m von gegebener Grösse auf 
verschiedene Weise über eine gegebene Ranmgrösse E von einer^ 
zwei oder drei Dimensionen vertheilen. Die Vertheilungsart 
hängt von der Form der Punktfunction, die die Dichtigkeit q 
darstellt, ab. Im Allgemeinen lässt sich eine gegebene Masse 
m derart über einen gegebenen Raum E vertheilen, dass die 
Dichtigkeit q einer gegebenen Funktfunction <p, mnltiplicirt 
mit einer gewissen Constanten, gleich wird. Die Bedingung 
der Aufgabe fordert nämlich, dass 

m -= ifipdE 
i sich 



ergiebt; diese GirÖsse ist aber endlich, solange das Integral 
ftpdE nicht gleich Null ist. 

Man kann ferner eine gegebene Masse m immer derart 
über einen Raum JS vertheilen, dafis die Dichtigkeit in jedem 
Punkte constant, d. h. dass die Masse homogen ist. Diese 
constante Dichtigkeit ist -^ , das Yerhältniss der Masse zu dem 
Räume. War die Masse m in nicht homogener Weise über 
den Raum E vertheilt und ist die Dichtigkeit dieser Verthei- 
lung in jedem Punkte durch die Function p dargestellt, so ist 
die Diditigkeit -^ der homogenen Verth^ung das ariffttaetist^ 
Mittel aus allen, dm eineeinen Punht^i des B<Mmes E ent- 
sprechenden Werthen der Function q. Hiervon kann man sich 
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folgendennassen fiberzeugen. Man tibeile E in gleiche, un- 
endlich kleine Theije a, deren Anzahl n sein mag, und be- 
zeichne die entsprechenden Maseentheilchen mit ft,, ^t, . . ■ ft» 
und die VerhältnisBe — , ^ ^- . ■ — mit p„ p^, ■ • ■ pn- Dann ist 

£■ = BK nnd m = (p, -f ßj -(- ■ ■ ■ p,) a = a 27, p, ; 
folglich ist 

d. h. die Dichtigkeit der gleichförmigen Vertheilung der gan- 
zen Masse m ist das arithmetische Mittel ans den Dichtigkeiten 
der gleichförmigen Vertheilungen der Massen fi|, fi^, . . . p, in 
ßäumen gleich a. Diese Grösse hängt aber von der Anzahl 
n nicht ah. Ffir n = oo geht die Summe I^„ p,- in die Summe 
aller den Punkten des Raumes E entsprechenden Werthe der 
Function p über. Da m ^fydE ist, so läsat sich jener Mittel- 
werth der Function p in der Form darstellen: 

(18) 



i/p"' 



Um also den arUhmeHschen Mittelwerifi einer einem gegebenen 
Havme ungehörige PiinktfuncHon zu erhalten, hat man das In- 
tegral dieser Function, das sich über den ganzen Baum erstreckt, 
durch die Grösse des Baumes eu dividiren. 

Es seien nun m und m' zwei Über denselben Raum S 
Tertheilte Massen, p nnd p' ihre Dichtigkeiten in einem nnd 
demselben Funkte dieses Raumes und g das Verhältniss -. 
Dann ist: 

m' =^f(f'dE =^J'qQdE ^fqdm, m'^f^dm. 
Das Yerhältniss der Massen 

i^lßdm (19) 

ist gleich dem Yerhältniss -^ : -^ der Mittelwerthe der Dich- 
tigkeiten p' und p imd stellt das Mittel aus allen Werthen 
dar, die die Function g '^ - fQr die verschiedenen Elemente 
der Masse m annimmt. 

Somofr, Mechuilk. IT. S 
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Ein Integral von der Form 
fqdm 
nennt man das über die ganze Masse m ausgedehnte Integral 
der Function q. 

9. Der BegrifF des arithmetischen Mittels lässt eich da- 
durch ver allgemeinem, dass man die algebraische Summe der 
Grössen, getheilt durch die Anzahl der Summanden, durch die 
geometrische Summe, getheilt durch die Zahl der Summanden, 
ersetzt. 

Es seien u,, u,, . . . u^ nach Eichtung und Grösse ge- 
gebene gerade Strecken nnd 

l="it,+'i^H \-^ (20) 

ihre geometrische Summe. Theilt man die Strecke s in » 
Theile, so kann man einen solchen Theil — s, in demselben 
Sinne wie s auf s aufgetragen, als einen gewissen Mittelwerth 
nach Grösse und Richtung ans den geometrischen Summanden 
«1, Uf, ...u„ ansehen. Wir werden diese Grösse den mittle- 
ren geometrischen Summanden nennen. 

Die Anzahl n der Glieder der Summe s kann unendlich 
gross sein, und die Summanden %, Uj, ... können eine Keihe 
Ton Werthen einer und derselben geometrischen Grösse « sein, 
deren Länge nnd Richtung von dem Ort eines Punktes M, 
der einem gegebenen Baume £ angehört, abhängt. In diesem 
Falle ist der Grenzwerth von ~s durch -g f udE dargestellt, 

wo das Zeichen / die Grenze einer geometrischen Summe be- 
deutet, die man ein geometrisches Integral nennen kann. Wenn 
man nämlich £ in n gleiche Theile a theilt und auf den 
Richtungen u^, u^, . , . Un die Strecken ttu^, ati^, . . . min ab- 
tragt, so wird: 

nnd dies geht für n ^ oo in ^ / udS über, wo udE eine auf 

der Richtung von u aufgetragene unendlich kleine Strecke von 
derselben Ordnung wie dE bedeutet. Die geometrische Grösse 
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« kaon z, B, den aas einem gegebenen Pole nach einem be- 
liebigen Punkte des Raumes E gezogenen ßadiusvector dar- 
stellen, oder auch die Geschmudigkeit oder die Beschleunigung 
dieses Punktes, 

Statt des Raumes E kann man anch seine Masse m, 
deren Dichtigkeit 9 sei, betrachten: dann ist - f udm das Mit- 
tel aus den den Elementen der Masse m entsprechenden Werthe 
TOD m; dieser Mittelwerth ist das Verhältniss des mittleren 
geometrischen Summanden aus allen Werthen mq zu dem 
arithmetischen Mittelwerthe der Dichtigkeit p. 

10. Gesetzt, h sei der Radiusvector, welcher den Pol 
mit einem dem Elemente dm angehörigen Punkte verbindet- 
die Dimensionen des Elementes dm seien alle unendlich klein 



-kf' 



udm. 



Es ^st sich leicht beweisen, dass, wenn man diese Lange 
als Radiusvector OC darstellt, die Lage des durch diesen Ra- 
diusvector bestimmten Punktes C nicht von .der Lage des Pols 
abhängt, sondern nur von der Masse m und von der Art ihrer 
Yertheilung in dem Räume E. Vertauscht man nämlich den 
Pol mit einem andern ff und setzt Off = Ö, so ist m + * 
der neue Radiusvector des Elements dm, nnfl 

~f(ü-^ö)dm = ö+^rudm = ö-\-T 

ist der mittlere geometrische Summand für 0' als Pol; nun 
ist aber $ -\- r = ffC; also hat der Punkt C seine Lage nicht 
geändert. 

Der von der Lage des Pols unabhängige Punkt C hat 
daher die Eigenschaft, dass sein Abstand von jedem Punkte 
der mittlere geometrische Summand aus den Abständen der 
Elemente der Masse m von jenem Punkte ist; man nennt da- 
ber C den Mittelpunkt der mittleren Entfernungen. Wir wer- 
den diesen Punkt einfach Massmmittel^nkt nennen. In der 
Folge wird sich zeigen, aus welchem Grunde man densel- 
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ben ancli TrägheUsmittelpunkt und Scktcerpurikt der Masse m 
nennt. •) 

Die anf der ßichtimg des Radiasvectors m aufgetragene 
Strecke udm werden wir das polare Moment ersten Grades des 
Elements dm bezüglich des Pols nennen nnd die anf der 
Bicbtung OC aufgetragene Strecke 

rm '=/udm, 
die gleich der geometrischen Summe aller jener Momente ist, 
das Moment der ganzen in ihrem Mittelpunkte C cojuxntrirten 
Masse. 

Es seien r, r', r", . . . Eadienvectoren, die aus dem Pole O 
nacb den Mittelpunkten der Massen m, ni, m", . . . fuhren, und 
R der mittlere geometrische Summand der Badienvectoren u, 
die 'den Elementen dm der Masse m, den Elementen dm' der 
Masse ni, u. s. w. zugehörea. Man hat dann 

rm =ftidm, r'm =fudm', r"m" =/t(dm", .... 
und 

ü (m -f- m' -{- m" -\- . . .) ^fudm -\- fudm' +fudm" + ■■■»" 
folglieh ist 

B (m -{- m' -^ m" -i- . . .) = rm + r'm' + r"m" + • - ■ . (21) 
oder 

o f M -t- 7m' -{- r'm" + . ■ - . Smr 

"- « + «■ + ,.- + ... - i« ' 

(dabei können unter den Massen m, m', . . . auch negative sein; 
ist z. B. m negativ, so hat man für das polare Moment mr 
die dem *■ entgegengesetzte Richtung zu nehmen) d. h.: Der 
Radiusveäor des Mittelpunkts eines Massensystems ist glddi, der 
geometrischen Summe der polaren Momente ersten Grades aller 
in ihren betreffenden Mittelpunkten cone^ttrirten Massen, dividirt 
durch die Summe aller Massen. 

*) Diese von dem Begriffe der Momente bezüglich elnei Ebene un- 
abhängige Auffasenng des Schwerpunkts aoheint von Barrö de St. Ve- 
uant berztirühren. S. Principes de m^cauiqne fond^s sur la cinä- 
matiqne, p. 37 (lithogr,). 
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Man sieht femer leicht, daas die geometrUche Summe aUer 
polaren Momente ersten Grades besäglick dnes im Mittelpunkte 
der ganzen Masse gewählten Poles gleick Null ist. Aus Glei- 
chiuig (21) folgt nämlich: 

(F— E)m + {7 — R) m' -{- (r" — E) m" -\ ^ 0, 



wo r — R, r — R, r" — R, . . . die Abstände der Mittelpunkte 
der Massen m, m', m" . . . von dem Mittelpunkt der ganzen 
Masse m + wi' + m" + ■ ■ ■ sind. 

11. Wir lassen hier ein bemerkenswerthes Beispiel für 
die Bestimmung des Mittelpunktes einer linearen Masse folgen. 
Fig. 8. Es sei OMA (Fig. 2) der in der 

Zeit A vom Punkte M auf einer 
beliebigen Trajectorie mit der con- 
^^ stanten oder variablen Geschwindig- 
keit V durchlaufene Weg, B/iD der 
" Hodograph der Geschwindigkeit, OB 

and OD diejenigen ßadienvectoren desselben, welche die Ge- 
schwindigkeit im Anfang und am Ende der Zeit t darstellen, 
und Öfi der einer beliebigen Geschwindigkeit v gleiche Badius- 
vector. Ist nun OC = — "^'^ mittlere Geschwindigkeit der 
Bewegung auf der Sehne OA, d. h. die Geschwindigkeit, mit 
welcher der Punkt die Sehne OA in der Zeit t gleichförmig 
durchlaufen würde, so ist C der Mittelpunkt einer der Zeit t 
gleichen Masse, die über den Bogen BD des Hodographen 
derart rertheilt ist, dass die Dichtigkeit in jedem Punkte [t 
der Beschleunigung Vj erster* Ordnung bei der Bewegung des 
Punktes M umgekehrt proportional ist. 

Bezeichnet man nämlich mit den Bogen Bfi, so ist 
da = Vidi] folglieh ist dt^ — da das Element einer über den 
Bogen BD derart vertheilten Masse t, dass deren Dichtigkeit 
in jedem Punkte ft gleich — ist. Das Moment ersten Grades 

dieses Elements bezüglich des Pols ist vdt, und daher ist 
der Abstand des Mittelpunkts der Masse t Ton dem Punkte 
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vdt; 

das geometrische Integral fvdt, d, h. die geometrische Summe 
der Elemente des Bogens OMA, ist die Sehne OA; folglich ist: 

Gesetzt, die Bewegung des Punktes M sei gleichförmig und 
it a=. 1 ; dann ist der Hodograph BD eine sphärische Curve 
auf einer Kugel vom Radius 1, deren Mittelpunkt ist. Be- 
zeichnet p den Radius der ersten Krümmung der Curve OMA 
im Punkte M, so ist v, ^ — und, wenn man den Bogen 
OMA = s setzt, OC = —. Wenn man also eine Masse 
gleich der Bogenlänge s einer beliehigen Curve über den Bo- 
gen derjenigen Curve vertheilt, welche alle Schnittpunkte einer 
Kugel vom Radius 1 mit den aus dem Kugel mittelpunkt ge- 
zogenen Parallelen zu den Tangenten der gegebenen Curve in 
den einzelnen Punkten des Bogens s enthält, und wenn die 
Dichtigkeit der Masse auf jenem Bogen dem Radius der ersten 
Krümmung der gegebenen Curve gleich ist, so ist der Abstand 
des Mittelpunkts dieser Masse von dem Anfangspunkt des Bo- 
gens gleich dem Verhältoiss der Sehne des gegebenen Bogens 
s zu der Länge dieses Bogens. 

Ist die Sehne 0^1 = 0, d. h. ist der Bogen geschlossen, 
so wird OC^O, d. h. der Mittelpunkt einer Über den Ho- 
dographen vertheilten Masse gleich s fällt in den Anfangs- 
punkt des Bogens. 

B. Methoden var BeBÜmmung von MasaenmiUel punkten. 
12. Es seien M, M", M', . . . die Mittelpunkte der Massen 
m, m , m", . . .; r, r, r", ... die Radienvectoren jener Punkte 
aus dem Pole 0; C der Mittelpunkt des ganzen Maasensyatems 
m, m, m", . . .; 00= B dessen Radiuavector; x, x',x", . . . tx 
die Projectionen der Radienvectoren r, r , r", . . . ü auf eine 
beliebige Axe Ox. Nach der Eigenschaft der Projection einer 
geometrischen Summe hat man dann auf Grund der Gl. (21) § 10 : 
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B cos (Bx) ■ Sm =' Smr cos (rx), 
d. h. 

ai:m = Zmx. (1) 

Die Projectionen x, x', x!', . . .a kann man betrachten als die 
Abstände der Punkte M, M', M", ...C von einer Ebene P, 
die man sich durch den Pol senbrecht zur Äxe Ox ge- 
legt denkt; dabei hat man denselben das positive oder nega- 
tive Zeichen zu geben, je nachdem die entsprechenden Puntte 
bezüglich der Ebene P auf der Seite Hegen, nach der die Axe 
Ox hingerichtet ist oder nach der entgegengesetzten. 

Das Product einer Masse in den Abstand ihres Mittel- 
punktes von einer gegebenen Ebene heisst das Moment ersten 
Grades der Masse bezüglich der Ehetie. 

Die Formel (1) zeigt, dass die algebraische Summe der 
Momente ersten Grades eines Massensystems bezüglich einer ge- 
gebenen Ebene gleich ist dem Momente der im MiUelpunkte des 
ganzen Massensgstems concentrirten Summe aller Massen; daher 
ist der Abstand des Mittelpunktes des ganzen Systems von der 
gegebenen Ebene das arithmetische Mittel aus den Abständen der 
Di/ferentialelemente aller das System bildenden Massen. 

Liegt der Fol in dem Mittelpunkte C des Massen- 
systems, so ist B^O, also auch a^O, und die Formel (1) 
giebt Smx = 0, d. h. die Summe der Momente eines Massen- 
systems bezüglich jeder durch den Massenmittdptmkt des Systems 
gehenden Ebene ist gleich Null. Umgekehrt: wenn die Summe 
der Momente eines Massensystems bezüglich einer gegä>enen Ebene 
gleich Null ist, so geht diese Ebene durch den Massenmittelpunkt 
des Systems. Denn wendet man auf diese Ebene die Formel 
(1) an, so findet man, dass a ^ ist. 

Statt der Perpendikel x, x', x", . . . a zur Ebene P kann 
man in der Formel (1) auch gegen P geneigte Gerade nehmen, 
die parallel einer Geraden l von den Punkten M, M' , M" , . . .C 
bis an die Ebene P gezogen werden. Bezeichnet nämlich ^ 
den Winkel, welchen die Gerade l mit der zu P senkrechten 
Axe Ox bildet, und sind x, x', x", . . . a die von den Punk- 
ten M, M'y M", . . . C parallel zu l nach der Ebene P ge- 
zogenen Strecken, die mit dem positiven oder negativen Zeichen 
ZQ versehen sind, je nachdem die entsprechenden Punkte auf 
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der Seite der Ebene P liegen, wohin Ox gerichtet ist, oder 
auf der entgegengesetzten, so sind 

X cos &, x' coa ö-, x" CO**, .. .a cosO 
die von den Punkten M, M', M", . .. C auf die Ebene P ge- 
ialiten Perpendikel, deren Vorzeichen mit denen von x, x', x", 
. .. a übereinstimmen. Entsprechend der Formel (1) ist dann 

K cos & - Um ^ £mx cos &, 
also wenn man mit cos & dividirt: 

a Sm = £mx. 
Die Grösse mx nennt man das schiefwinklige Moment be- 
züglich der Ebene P; die obigen Sätze über die Summe der 
rechtwinkligen Momente gelten offenbar auch für die schief- 
winkligen. 

13. Wenn eine continuirliche Masse m in Differential- 
elemente von drei unendlich kleinen Dimensionen getheilt ist 
und wenn x den rechtwinkligen oder schiefwinkligen Abstand 
eines solchen Elementes dm von einer Ebene F bezeichnet, 
so ist das über die ganze Masse m ausgedehnte Integral fx dm 
die Summe der Momente aller Differentialelemente der Masse 
m bezüglich der Ebene P. Bezeichnet man also mit a den 
Abstand des Mittelpunktes dieser Masse von der Ebene P, 
so ist; 

ma =fxdm. (2) 

Wählt man für dm ein Differentialelement von zwei oder von 
einer unendlich kleinen Dimension, so muss man in der For- 
mel (2) für X den Abstand des Mittelpunktes dieses Elemen- 
tes von der Ebene P setzen. 

Bedeuten x, ^, z die geradlinigen Coordinaten des Mittel- 
punktes einer Masse m und u, ß, y die des Mittelpunktes 
eines ganzen Systems von Massen m, m', m" . . ., so ist nach 
Formel (1): 

Sind ferner x, y, z die Ooordinaten des Massenmittelpunkts 
des Elementes dm einer continnirlichen Masse m und (t, /), y, 
die Mittelpunktacoordinaten der ganzen Masse, so ist nach 
Formel (2): 
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a = - j xdm, ß='- iydm, y = - i eäm. (4) 

Aus den Formeln (1) und (2) ergeben sich die folgenden 
Sätze: 

Lehrsatz I. Wenn die Mittelpunkte der einzelnen Massen 
dnes Massensystems in einer und derselben Ebene liegen, so liegt 
auch der Mittelpunkt des ganzen Systems in dieser Ebene. Denn 
wenn man die Formel (1) oder (2) auf diese Ebene anwendet, 
Bo ergiebt sich fHr jede Masse 3; =• 0, also auch « = 0. 

Folgerung. Der Mittelpunkt einer irgendwie Ober eine 
Ebene Tertheilten Masse liegt in dieser Ebene. 

Lehrsatz II. Liegen die Mittelptirücte mehrerer Massen auf 
ein^' geraden Linie, so liegt attch der Mittelpunkt des Systems 
dieser Massen auf jener Gerade. Denn nach Lehrsatz I liegt 
dieser Mitterponkt in jeder durch diese Gerade gehenden Ebene. 

Folgerung. Der Mittelpunkt einer continuirlichen gerad- 
linigen Masse liegt auf der Geraden, Über welche die Masse 
vertheilt ist. 

Jjehrsatz III. Wenn ein System aus paarweise gleichen 
Massen bestdtt, deren Mittelpunkte auf mtgegengesetzten -iSeitew 
einer gegebenen Ebene, aber in gleichen Abständen von ihr liegen, 
so fällt der Mittelpunkt des ganzen Systems in diese Ebene. Denn 
die Momente der Massen bezüglich der gegebenen Ebene sind 
paarweise gleich und entgegengesetzt, so dass die Formel (1) 
Emx = 0, also « == ergiebt, 

Haben zwei Ebenen diese Eigenschaft, so geht ihre 
Schnittlinie durch den Mittelpunkt des ganzen Systems. Sind 
drei solche Ebenen vorhanden, so schneiden sie sich im Mittel- 
punkte des ganzen Systems. 

Folgerungen. Ist eine homogene Masse von einer Fläche 
begrenzt, die einen geometrischen Mittelpunkt hat, so fällt der 
Massenmittelpunkt mit dem geometrischen Gentrum zusammen; 
z. B. der Massenmittelpunkt eines homogenen Elüpsoids fällt 
mit dem Centrum seiner Oberfläche zusammen; der Massen- 
mittelpunkt eines homogenen Parallelepipedons liegt im Schnitt- 
punkt der Diagonalen; der Massenmittelpunkt eines homogenen 
regelmässigen Polyeders liegt im Centrum der dem Polyeder 
einbeschriebenen Kugel. Mit Bücksicht auf die Lehrsätze I 
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und III folgt ferner, dass der Mittelpunkt einer homogenen, 
über eine Ebene derart vertbeilten Masse, dass die Figur der 
Masse einen geometrischen Mittelpunkt bat, mit diesem Punkte 
zusammenfallt. Daher liegt der Mittelpunkt einer homogenen, 
über die Fläche oder längs des Perimeters einer Ellipse ver- 
tbeilten Masse im Centrum derselben; der Mittelpunkt einer 
homogenen, über die Fläche oder längs des Perimeters eines 
Parallelogramms vertbeilten Masse liegt im Schnittpunkt der 
Diagonalen; der Mittelpunkt einer homogenen, über die Fläche 
oder längs des Perimeters eines regelmässigen Polygons yer- 
tbeilten Masse liegt im Oentrum des dem Polygon einbeschrie- 
nen Kreises. 

Lehrsais IV. Der Mitte^rtJct swekr Massen liegt auf der 
geraden Verbindungslinie der Mittelpunkte der einzelnen Massen 
und theilt deren Abstand im umgekehrten Verhältniss der Massen. 

Es sei M der Mittelpunkt der Masse m, M' der von m' 
und C der des Systems m -\- m'. Nach Lehrsatz II mßssen 
die drei Punkte M, M', G in einer Geraden liegen. Sind die 
Massen m und m' beide positiv, so ist nach Formel (1): 

hieraus folgt: 

MC : M'C = m' :m und MC + M'C = MM'. 
Ist m positiv und m' negativ, dabei aber m > — m', so ist 
nach Formel (1): 

daher: 

MC : M'C =-m':m und M'C - MG •=• MM'. 
In beiden Fällen sind die Abstände MC und M'C den Ab- 
solutwerthen der Massen m und m' umgekehrt proportional. 
Im ersten Falle zeigt die Gleichung MC -\- M'C ^ MM', 
dass der Punkt C zwischen M und M" liegt, während im zwei- 
ten die Gleichung M'G — MG = MM" beweist, dass der 
Punkt M zwischen Ü und M' liegt, d. h. dass der Mittel- 
punkt der grösseren Masse zwischen dem Mittelpunkte der 
kleineren und dem ihrer Differenz im + »»' gelegen ist. 
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Folgerung 1. Sind die Massen m uud m' positiv und 
gleich, 80 ist C die Mitte der Strecke MM'; ist aber 
♦» = — m\ so ist MC = oo; der Mittelpunkt zweier gleichen 
Massen von entgegengesetztem Vorzeichen Hegt im Unend- 
lichen. Ueberhaupt sieht man aus Formel (1), dass a = tx> 
wird, wenn Em = ist. 

Folgerung 3. Denken wir uns das System der Massen 
m, m', m", ... in zwei Gruppen o und b getheilt, so dass 
a-\-b^m-\-m'-\- m" + ■ ■ i ^s sei Ä der Massenmittel- 
punkt der Gruppe a, B der der Gruppe b, endlich C der des 
ganzen Systems m, m', m", . . . Nach Lehrsatz IV muss C 
auf der Geraden ÄS liegen and AC : BC = & : a sein. Theilt 
man nun das System m, m', m", ... auf andere Weise in 
zwei Gruppen a und V, deren Mittelpunkte A' und B' heissen 
mögen, so muss die Gerade A'B' ebenfalls durch den Punkt 
C gehen. Die Bemerkung führt zuweilen zu einer einfachen 
graphischen Construction für den Punkt G. 

14. BeispitU. 1) Miltelpunit eines Systems von drei Massen, deren 
einzelne Mittelputikte nicht in einer Geraden liegen. 

Es teiea a, b, e die drei MtwBen, deren Mittelpunkte Ä, B, C die 

pj Ecken eioes Dreiecks ABC (Fig. 3) bilden; wir ver- 

_ eiDigcn diese Massen zu je zweieo, und es sei Ä' 

^/■iK der Mittelpnnkt der Masse 6 J- c, B' der von 

?^^^^-i^' e -\- a und C der von o + 6. Diese drei Punkte 

^ ^i^---""" """^/ ^''^ ^ müBsen resp, auf den ^eiiea BC , C A, AB liegen, und 

die Geraden ÄA', BS', CC mflasen sich in dem 

Mittelpunkte aller drei Massen o, b, c schneiden. 

Zur Bestimmung der Abachnitte, welche die Punkte'^', B\ C auf 
den Seiten BC, CA, AB bilden, hat man die Bedingungen: 

A'B:A'G-n.c:b, B' C : B' A = a ic , CA: C'B — 6 : a, (a) 
aus denen sich der bekannte Satz des italienischen Geometets Ceva 
ergiebti 

AB.B'C.C-A~A'G.B'A. C'B. 
Specittte Fälle, a) Sind die Maaaen a, b, c poeitiv und einander 
gleich, so sind A', B', C die Mitten der Seiten BC, CA, AB; also 
liegt der Mittelpunkt von drei gleichen positiven, in den Ecken eines Drei- 
ecks concentrirten Massen im Schnittpunkte der Verbindungslinien der 
Ecken mü den Mitten der gegenüberliegenden Seiten. 

b) Die Massen a, b, c seien den Seiten BC, CA, AB proportional, 
ed. h. sei: 

a:b: e = BC : CA : AB; 
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dann geben die ProportioDen {a)x 

A'S:A'Cr~AB:ÄC, B'C-.B' A = BC:BÄ, C A-.C B = GA: OB; 

die Geraden AA', BB', CG' halbiron daher die Wbkel A, B, C; in 

dieBem Falle liegt also dei Mittelpunkt des Sjstema der Maaaen a, b, e 
im Centrnm des dem Dreieck einbeBcbriebenen Kreises. 

2) Mütelputütt eines Systems von vier Maisen, deren Mitlelpwikte 
die Ecken eines ebenen oder icindachiefm Vierecks sind. 

Ea seien (Fig. 4) a, b, c, d die Massen, welche das Sjstem bilden, 
pj ^ nnd A, B, C, S die Ecken des ebenen Tierecks 

j oder des Tetraeders, welches die Mittelpunkte 

jener Massen bilden. Vereinigt man die Massen 
zu zweien, bestimmt nach Lehrsatz lY die Hittel- 
punkte E, F, G, B, I, K der Paare o + fr, 
a + c,a-\-d, & + e, 6 + d, c + d nnd zieht 
die Geraden EK\ FI, GS, so müssen dieselben 
dnrch einen nnd denselben Ponkt gehen, 
welcher der Mittelpunkt des ganzen Systems 
e o + 6 -i- c + d ist. 

Specialfälle, a) Sind die Massen a, fr, c, d gleich, so sind die 
Punkte E, F, G, H, I, K die Mitten der Kanten 
AS, AC, AB, BC, BD, CD; 
d. h.t Der Mittelpunkt eines Systems von vier gleichen Massen, deren 
MittelpwnMe die Ecken eines Vierecks sind, liegt im Schnittpunkte der 
Verbindungslinien der Mitten der gegenOberliegenden Seiten des Vierecks. 
Dabei fiaUtiren sich diese drei Geraden, wie leicht zu sehen, in ihrem 
Schnittpunkte. Ist jas Viereck .dfiCJ) ein windschiefes, so sind^S, C,I> 
Tetraederecken, und der Mittelpunkt der vier gleichen Massen ist der 
Schnittpunkt der Verbindungslinien der Mitten der Gegenkanten. 

b) Es seien die Massen a, b, c, d den Flächeninhalten der gegen- 
überliegenden Seitenflächen des Tetraeders AS CD proportional, und 

a: b:e:d = BCD:CDA: DAS: ABG. 
Dann mn« der Mittelpunkt E der Masse a -{■ b der Bedingung 

AE:BE = CDA xSCD 
genügen. Bedeuten nun a und ß die Abstünde der Punkte A und B 
TOD der Ebene ODE, sowie a' und ß' die Abstände der Punkte A und 
B von der Kante CD, so hat mau 

AE:BE = a:ß Mud CDA:BCD = a:ß; 
folglich 

« : «• = p = p-. 
Das Verhältniss a ; a' ist aber gleich dem Sinus des Winkels der Ebenen 
CED und CAD, und ß : ß' gleich dem Sinns des Winkels der Ebenen 
CED und CSD; daher drückt die letzte Proportion die Gleichheit 
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dieser Sinna aas. Die Ebene OEB halbiit also den Fläohenninkel iwi- 
scben den SeitenMcheii CBB nnd CAD. Da in dieser Ebene die 
Mittelpunkte der beiden übrigen Massea e oad d liegen, so mnBB auch 
der Mittelpunkt dea ganzen Sfetems der vier gegebeneu Hassen in ihr 

Der Mitttlpwtkt eines Systems von vier Massen, deren MittelpunMe 
Ml den Ecken eines Tetraeders liegen und die den gegenüberliegenden 
Teiraeäerfläehen proportional sind, ist der Schnittpunkt der Balbirvnga- 
ebenen der FlächenKitJctl an den Kanten des Tetraeders. Man überzeugt 
eich leicht, dass dieser Punkt das Centrum der dem Tetraeder einbeschrie- 
btnen Kugel ist. 

15. Massenmittelpunkte eines Systems von homogenen ge- 
raden Strecken. 

Der Mittelpunkt einer homogenen geraden Strecke liegt 
in ihrer Mitte; daher lasst aich ein Syatem toh homogenen 
geraden Strecken durch das System der Punkte ersetzen, welche 
die Mitten der geraden Strecken sind und deren Massen den 
Massen der entsprechenden Strecken gleich sind. Haben die 
Massen aller Strecken dieselhe Dichtigkeit, so sind sie den 
Längen der Strecken proportional. 

Die im vorigen § dargelegten Regeln erlauben den Mittel- 
punkt eines Systems homogener Strecken graphisch zu be- 



Jlff^Ipun^ des homogenen Perimeters eines Dreiecks. (Fig. G). 
Die Mitten A', B', C der Seiten BC, CA, AB des Dreiecks ABC 
sind die Mittelpunkte dieser Seiten. Der Mittel- 
„ punkt des DreieckamfangB ist der Mittelpunkt 

eines Sjstema von drei den Seiten BC, CA, AB 
gleichen und in den Punkten A', B', C concen- 
trirten Massen, und da 

BC:AC: AB — B' C lA'C -.A'B', 
so sind die in den Ecken des Dreiecks A'B'C 
concentrirten Massen den gegenüberliegenden Sei- 
ten dieses Dreiecks proportional; mitbin liegt der Mittelpunkt des von 
diesen Massen gebildeten Systems im Centnun des diesem Dreieck ein- 
beschriebenen Kreises (s. § 14, 1. b.}. Der Mittelpunkt eines homogenen 
Dreieckumfangs liegt also im Centrttm des Kreises, der dem aus den Seilen- 
miften des gegebenen Dreiecks gebildeten Dreieck einbeschrieben ist. 

Es seien li, l^, l^, . . . In die Längen von n gegebenen 
Strecken, o,, a^, Og, ■ - - a, ihre Dichtigkeiten, Xp, yp, Sp die 
geradlinigen Coordinaten des einen Endpunktes der Strecke 
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ipt ^, y'p, n'p ^ie des andern Eadpanktes und nip die Masae 
der Strecke Ip-, man hat dann 

lp=={{xp—x;fMyp-y'pfMBp-Zpf+^{yp—y'p){zp—z'p)co9{ye)+ 
+ 2 («p — 4) {xp — 4) cos {ex) + 2 (^i, - x'^) (j/p - y'p) coa (xy) f 
und tUp = Ipüp. Die Coordinaten ^, ijp, £p der Mitte von Ip 
sind bestimmt durch die Formeln: 

-Sp = i (a'j. + %). »jp = 2 0, + y'p), & = ^ (^p + 4)- 

Hiermit ei^eben sich nach Formel (1) die Ooordinaten des 
Mittelpunktes des ganzen Masaensystems m^, m^, ... m,, 
nämlich: 

16. Massenmittelpunkt des Bogens einer ä)enen Curve. 
Liegt die Curve mit allen ihren Funkten in einer Ebene, so 
liegt auch ihr Mittelpunkt in dieser Ebene (nach Lehrs. I, 
§. 14); mithin lässt sich die Lage dieses Punktes durch zwei 
geradlinige Coordinaten in Bezug auf zwei in dieser Ebene 
y. g angenommene Axen Ox und Oy (Fig. 6) 

Vi bestimmen. Es sei s ein im Punkte A be- 

/ _ ginnender und in M(x, y) endigender Bo- 

gen der Curve AB, (f die Dichtigkeit der 
Curve im Punkte M, m die Masse der 
Strecke AB und a, ß die Coordinaten ihres 
Mittelpunktes. Nach §. 13 ist nun: 

m — /pds, am ^/Qxds, ßm •=f^yds. (5) 

Ist die Masse der Curve homogen, so ist die Dichtigkeit q 
conatant und tritt vor das Integralzeichen; 
dadurch wird: 

m = QS, as =/xds, ßs =fyds. 
BeiepieU. 1) Mütelpunlct eines homogenen 
Parabelbogens. 

Es sei j/' ^ Zpx die Gleichung der Parabel, 
bezogen auf ein rechtwiakligea CoordinatHnsjutem 
X, Oy (Fig. 7), mit dem Ursprung im Schei- 
tel der Parabet. Die Aie Ox ist die Parabelaxe. 
Setzt man OM — «, ao findet man znii&cbBt: 




izecy Google 



dann folgt ans den Formeln (G): 



•'-^,(!'- + '")'-l.» 



Sp 



(y' + p')*-S- 



Der Mittelpunkt C eines Bogeoe NM, dei von einer zur Parabelaxe 

senkrechten Sehne nntergpannt wird, liegt auf der Axe Ox, in einem 

Abstand gleich der eben gefundenen Grfisae a vom Scheitel der Parabel. 

2) Mittelptmkl eines homogenen Jillipsenbogens. Die Coordinatenaieu 

^,__ ^ Ox, Oy mögen mit den Aien der Ellipse za- 

Bammenfallen (Fig. S). Die Gleichung der 

Ellipse sei 

nnd e ^ BM sei ein an der kleinen Aie be- 
ginnender Bogen. Dieser Bogen läset sich 
1 elliptisches Integral der zweiten Gattung darstellen, nämlich: 




•M 



wo ifc = — y«' — 6' nnd 8 
Die Formeln (5) liefein: 



g« = a'Jsia gj "[/l — t* sin' ip . dq>, 

Sß — abjcoa 9J ]/ 1 — fc" sin' 9 - dq>. 

Führt man die Integrationen aus und dividirt durch s, so folgt, wenn 
man 1 — t' =^ k'' setzt; 

.-^^'loul'- ^— '± - W-?'-?^.o.»vT=iisi5; 
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(-■^.it^yi-f .in' 9 + ^ .ro d. <S .in ,,). 

Der Mittclpankt C eines Bogena MN, desBeii Sehne auf der kleinen 
Axe OB senkrecht steht, liegt auf dieser Axe, in einem Atutand CO •= fi 
vom Centrum der Ellipse. 

Ist k =• 0, Bo geht die EUipae in einen Kreis über; dann ist 



Da der Bogen MN=^ 2a und aeine Sehne gleich 2a ein 7 ist, so ist 
a . Sehne MN . £ S ahne MN 
^ — Bogen MN »»'' « ~ Bogen JlfJV' 
folglich liegt der MüMpimkt eines hmtogenen Kreisbogens auf dem durch 
die Mitte des Bogens gehenden Badius in einem Äbetande com Centrum 
des Kreises, der sich zum Sadius verhält, v>ie die Länge der Sfhne ettr 
Länge des Bogens. 

Man beBtimme ferner die Mittelpunkte des Bogeoa der Hyperbel, 
der Cjcloide, der archimediechen und der logaritbmischen Spirale. 

Beispiele für die Mittelpunkte nicht homogener Linien. 
1) Mittelpunkt einer nicht homogenen geraden Strecke. 

£3 Bei s die LSnge der ganzen Strecke, x der Abstand 
eines ihrer Punkte vom Anfangspunkt, q ^ f{x) die Dichtig- 
keit in diesem Punkte und a der Abstand des Mittelpunktes 
Tom Anfangspunkte. 

Nach den Formeln (5) hat man: 



t~J'f{x)dx,a = ~j'xf(x) 



•)dx. 



Es sei z, B. /"(a:) t= o{6 + i)". Ist n nicht gleich — 1 , so wird! 

„_ »["(»+„"■- ,-],„_ K-+-».->K>+;)- + »"' . 

" + "- -l (« + !)[(» + .)"'-!."'] 

Ist aber n = — 1 , d. h. fix) = o (6 + «)" , «o findet man; 

*■* ä- 2) Es sei 'Feine Function des Punk- 

tes M (Fig. 9} in einer Ebene, AB die 
Niveaulinie (F), die durch diesen Punkt 
B geht, A'B' die ihr unendlich nahe Ni- 
veaulinie(r+dF)für(?r>0;P=3fJV 
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der DiffereDÜalparameter der Function V, M' sein Schnitt- 
punkt mit A'JB'', A' und S' diejenigen Lagen von M', welche 
den Lagen Ä und S von M entsprechen; s die Länge des 
Bogens AM. 

' Man kann nun den unendlich schmalen Flächenstreifen, 
der zwischen den Curven AB und A'B' und den Geraden ÄÄ' 
und SS' liegt, als Masse einer Linie ansehen, deren Dichtig- 
keit proportional der Breite MM' ist. Bei Ternachlässigong 
unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung kann man f ^ 
' MM ~' *^*** MM' ^ -p- setzen. Da aber dV auf der ganzen 
Strecke AS constant ist, so ist die Dichtigkeit p dieser Linie 
dem Differentialparameter P umgekehrt proportional; wird 
also die Lage des Punktes M durch geradlinige Coordinaten 
bestimmt, so hat man nach den Formebi (5): 

£b Beien t. B. l und fi die elliptiachen Coordinaten des Funktea M 
(». Kinematik Seite 119 nnd 171) und F = 1. Dann ist AB die Länge 
dea Bogena der Ellipse (1), welcher in dem einem gewissen Werthe 
fi ^ f^ entsprechenden Punkte A an^gt. Es ist: 

also: 

/da r (!'— ((*)d,i 21"— c' r - /(*\ - »^1 , 



■ ff" 


-^')if 


21'— 


£=[„.«. (^ 


Vtf- 


1 

jyi'-c 


^■) 2Vi.- 


+ ; 







cy»'-«'l_(i'_^')i/.'_,' sL j( 

/■¥ - t/o- - "■) '" - tL" (m -'.'-? + ^]- 

Nadi diesen Formeln erhält man fSt den Ellipsenqnadranten: 
41 (31'^ 

Bomoff, Uechinik. n. 
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17. Massenmittetpunkt des Bogens eitwr doppelt gekrümtn- 
tert Curve. 

Ea sei ds das Differential des Bogens s; x, y, die ge- 
radlinigen Coordinaten seines Endpunktes, p die Dichtigkeit 
des Bogens in diesem Punkte, »1 die Masse des ganzen Bo- 
gens und K, ß, y die Coordinaten des Massenmittelpunktes. 
Es ist dann: 

m =f(fds, am =f^xds, ßm =/pyds, ym =fQeds. 
Gesetzt K. B. , s sei der'Bogen einer Schraubenlinie anf einem ge- 
raden Ereiscylinder, dessen Aie die /-Aie des Coordinatensjatema iat; 
der Ursprung sei der Mittellpnnkt der Basis. Bezeichnet S den Eading 
der Basis und h die Ganghühe der Schranbe, so «ind die Gleichnngen 
der Schranbenljnie : 

— (¥). — (T)^ 

daher wird 

äs-^yh' + ia'R' ■^, s = ^Vh' + i:i'M' /da=^yfc'-|-4«*B», 

also, wenn die Dichtigkeit p constant ist: 

2»?'"^ 2ite ' ' 2' 

Für den vierten Tbeil eines vollen Schraabenuro ganges hat man 

zn setzen, womit sich ergiebt: 

a~— 8 = ^ y = -h 

Man bestimme ferner die Mittelpunkte der folgenden Curvem 
1) der Erummungslinie auf einem Ellipsoid, 2) der Schnitt- 
cnrve eines Ellipsoids mit einer concentrischen Kugel und 
3) derjenigen Curve, in welche sich die letztere bei der Trans- 
formation vermittelst reciproker Badienvectoren verwandelt 
(vgl. Kinematik Seite 160—162). 

18. Coordinaten des Massenmittelpunktes eines ebmen Flä- 
c^ienraumes. 

Man denke sich in einer gegebenen Ebene einen von ii^nd 
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welchen Lioieu begrenzten Flächenraum S; die Punkte des- 
selben seien durch geradlinige Coordinaten x, y auf die in der 
Ebene liegenden und den Winkel 9- einschliessenden Axen Ox, 
Oy bezogen. Es sei femer p die Dichtigkeit der Masse des 
Flächenraumes im Punkte {x, y), m die Masse der ganzen 
Fläche S und a, ß die Coordinaten ihres Mittelpunktes. Theilt 
man nnn diesen Flächenraum durch Parallele zu den Coordi- 
nateQa:aen in Elemente dS von zwei unendlich kleinen Dimen- 
sionen, so ist dS = sin ifdxdy\ folglich wird 
»j = sin &f(fdxdy, 
ma = sin »fx^dxdy, mß = sin &/y(fdxdy, (6) 

wobei die Integration sich über die ganze Fläche S erstrecken 
muss. Nach den Formeln (7) und (8) in § 5 lässt sich diese 
Integration auf eine über die Begrenzung s der Fläche S aus- 
zudehnende Integration zurückführen. Ist die Fläche homogen, 
Bo ist Q eine Constante, und die Ausdrücke (6) nehmen die 
Gestalt an: 

S = sin »fdxdy, Sa = sin »fxdxdy, Sß = sin »fydxdy. (7) 
Diese Integrale gehen nach Formel (9) § 5 in die folgenden 
über: 

S =/y cos (ny) ds, Sa ^fxy cos (ny) ds,Sß^=^ fy^ cos {ny)ds; (8) 
hierin bedeutet n die Richtung der äusseren Normale der Be- 
grenzung 8 der g^ebenen Fläche in einem beliebigen Punkte 
und ds das diesem Punkte entsprechende Element der Be- 
grenzung. 

Bei Anwendung dieser Formeln auf einen speciellen Fall 
hat man zuerst zu untersuchen, aus welchen Linien die Be- 
grenzung s zusammengesetzt ist; man muss dann die durch 
verschiedene Gleichungen gegebenen Theile der Begrenzung 
bestimmen, sowie die Theile, welche zwar durch eine einzige 
Gleichung gegeben sind, in denen aber Punkte vorkommen, für 
die cos (ny) sein Zeichen wechselt. Dann bestimmt man für 
jeden Theil der Begrenzung die entsprechenden Theile der 
Integrale (8), drückt mit Hilfe der Gleichung des betreffenden 
Theiles der Begrenzung die Ordinate y als Function der Ab- 
scisse X aus und setzt cos (ny)ds ^ J^ sin 9dx; dabei gilt das 
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Zeichen — fllr den Fall, dass die im Sinne der positiven y 
gerichtete Coordinatenlinie (x) durch die Pvinkte des betreflfen- 
den Theiles der Begrenzung in die Fläche S eintritt, das 
Zeichen -|- d^egen, wenn sie aus derselben aastritt. 

Die Fläche 8 sei z. B. begrenzt durch die Axe Ox, die 
Fig. 10. beiden Ordinaten CA und BD (Fig. 10) 

und eine Linie CD, deren Gleichang y <^ 
f(x) ist. Die dem Theile AB der Be- 
grenzung entsprechenden Elemente der In- 
tegrale (8) sind gleich Nnll; denn für alle 
Punkte dieses Theiles ist y ^0. Die den 
Theilen AC und BD der Begrenzung ent- 
sprechenden Elemente sind ebenfalls gleich 
Null; denn für alle Punkte dieser Linien ist cos (ny) gleich 
Null. Es bleiben daher in den Integralen (8) nur diejenigen 
Bestandtheile, die sich auf die Linie CD beziehen. Dabei ist 
y^f(x) und cob (ny)d8 = + Bm &dx zu setzen, und zwar 
mit dem Zeichen -J-, wenn y > 0, mit — , wenn y < 0' ist. 
Ist z. B. y > far alle Punkte der Linie CD und sind «„ und 
X die Abscissen der äussersten Punkte C und D, so wird: 

ß ■= aiu »ff(x)dx , 

ajf{x)dx =Jxf{x)dx, ßff{x)dx = \J[f{x)fdx. (9) 

Gesetzt, die Axe Ox sei ein Durchmesser der Curve 
CDC'D' und die Fläche 8 sei von zwei diesem Durchmesser 
.conjugirten Sehnen CC und DD', sowie von den Curven- 
bogen CD und CD' begrenzt. In diesem Falle verschwinden 
die auf die Sehnen CC und DD' bezüglichen Bestandtheile 
der Integrale (8). Die dann in iS luid Sn fibrig bleibenden 
Theile sind paarweise gleich mit gleichen Vorzeichen, während 
die in Sß übrigbleibenden Theile paarweise gleich, aber mit 
enl^egengesetzten Vorzeichen behaftet sind; denn jedem Ele- 
mente y* sin Q'dx auf der Linie CD entspricht ein Element 
— y* sin ^dx auf der Linie CD'. Daher geben die Formeln 
(8) im vorliegenden Falle; 



izecy Google 



8 = 2sin »ff(x)dx, Sa = 2Biii &fxf{x)dx, ß = 0. (10) 

Hieraus ist ersichtlicli, dass der Mittelpunkt der Fläche 
CDJyC auf dem Darclimesser Ox liegt und die Äbacisee 



hat, d. h. dieselbe wie fttr die Fläche ÄBBG. 

Beispiele. 1) Mittelpunkt eines FarabelsegtrteTtls. 
Ea Bei Ox ein DarchmcBset der Parabel MOM' (Pig. 11), Oy die 
Tangente der Parabel im Punkte 0, MM' eine 
BU Oa: conjugirte Sehne und y' = 2px die Glei- 
chnng derParabel. Setztinana:=-Oi', S=-OPJlf, 
Bo wird Qach den Formeln (8): 

S = ixy Bin 9, a'^ix, ß = i s- 
Die 'erste Formel zeigt, dasa die Fläche OMP 
gleich -J des ParaUelogramma OPMQ ist, das 
TOn der AbscisHe nnd Ordinate gebildet wird. 

Die Flä«he MM'O iat gleich f des über 
der Sehne MM' und der Äbaciase OP errich- 
teten Parallelogramma. Der Mittelpunkt dieser Fläche liegt auf dem 
Diameter Ox in einer Entfernung gleich J OP von 0, Der Auadmok 
tüx den Flächeninhalt des Parabelaegments nnd die Lage seinea Maeaen- 
inittelpunbtea aind achon von Archimedea*} gefunden worden. 
2) Miitelpwikt eines eUiptisehcn Segments. 

Ea aeien Ox und Oy (Pig. 12) con- 
jugirte DuichmeBBer einer Ellipse, also 
) Gleichung: 

a' + b' = ^- 
MM' sei eine zu Ox conjngirte Sehne 
und OP-^X. Für die zwiachen dem 
Halbmesser OB und der halben Sehne 
PM eingeschlossene Fläche OPMB 
(8): 



•) OeuYree.d'Arohimfede, fcradnitea littöralement av« 
taire, par F. Peyxard, Paris 1844; De la qoadrature d 
De l'öqnilibre dea plana ou de leurs centres de gravitö. 




Kg. 12. 




izecy Google 






,e-- 



36' jaft aic sin (— j + «yl Sa' [«6 arc 

Für den EUipeenqnadrauten BOA findet man: 

Für das Segment MAM' ergiebt sich aus den Formeln (10) 
MAM' =~ Bin «■ [ab arc cob (^\ - xyl , 

ß-0. 



© + -] 



36' a& 



[— ( 



Um hiervOD auf das EreÜBegmeiit überzugehen, hat man # = 
und 6 ^ a zu setzen. So ergiebt sich für das Segment MAM" i 
Ereisea vom Radius a, wenn man -^ MOA ^ ip setzt: 



■)-]■ 

t überzugeh 
:h für das I 
MOA = >f 

hp — -g- Bin 2» , 



r den Halbkreis wird a ^ -— . 

3) Mittelpunkt der Trapenfläi-he und der BreiediBfläche. 

In dem Trapez CBD'C {Fig. 18) seien CC 

nnd DI>' die parallelen Seiten. Nimmt man als 

x-Axe die Yerbindnngslinie der Mitten nnd A 

dieser Seiten, aU y-kz.% die Seite GC' und setzt 

OC^a, AB^l, OA = h, 



L 


/V 


U. 




y 


-+^' 








Die Formeln (10) geben dann: 








" 


h{U + «) 
3(« + 6) 


,ß-o. 


Ist 


I der 


Mittelpunkt des 


Trapezes, so 


ist aluo 


un( 


folgUchj 


OI=a 


AI = b- 


»(2a + 6) 
S(a + S) 








Ol: 


Ai = n + 


o:20 + 4. 
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FQr das Dreieck ODD' hat man a — za eetzen; dann wird 
u ■— %ft. Der Mittelpatikt einer Drekcksfläcite liegt also auf jeder der Ver- 
bindungslinien einer Ecke mit der Mitte der gegenüberliegenden Seite in 
einem Abstände von der Ecke gleich ^ des Äbstandea dieser Ecke von der 
Mitte der Gegenseite. 

Der Mittelpunkt der Dreiecksfläehe fällt mit dem Mittelpunkte dreier 
gleicher, in den Eckpunkten concentrirter Massen susammen. 

Nimmt man nämlich an, die Pankte 0, S, D' aeien die Mittel- 
ponkte dreier gleicher Massen, so ist Ä der Mittelpunkt der zwei Massen, 
deren Mittelpmikte D und D' sind; daher muss der Mittelpunkt aller 
drei Massen auf der Geraden OÄ liegen; da aber der Punkt I die 
Strecke OA im Verhältniss Ol: IA~ 2:1, d. h. im umgekehrten 
Verbältnies der Massen, deren Mittelpunkte O und A sind, theilt, so ist 
/ der Mittelpunkt dieser Massen. 

Um den Mittelpunkt der Masse eines beliebigen homogenen Poly- 
gons zn bestimmen, zerlegt man ea in Dreiecke oder Trapeze und be- 
stimmt die Mittelpunkte dieser einzelnen Theile. Dann ergeben sich 
die Mittelpunkts coordinaten des ganzen Polygons nach den allgemeinen, 
tut ein Massensjstem geltenden Regeln. In derselben Weise kann man 
den Massenmittelpunkt der Oberfläche eines beliebigen homogenen Fo- 
Ijeders bestimmen. 

Um den Mittelpunkt der Fläche eines beliebigen Vierecks ABCD 
(Fig. 14) graphisch zu bestimmeii, theilt 
man es durch eine Diagonale AC in die 
Dreiecke ABC v.aA'AOD, bestimmt 
die Mittelpunkte E und F dieser Drei- 
ecke und zieht die Gerade EF\ dann 
theilt man das Viereck ABCD dnrch 
die Diagonale BD in die Dreiecke ABD 
und CBD, bestimmt die Mittelpunkte 
G und H dieser Dreiecke und zieht die 
y Gerade GH. Der Mittelpunkt des Vier- 
ecks ist der Schnittpunkt der Geraden 
EF und GS. Zur Bestimmung der 
Punkte E, F, G, E braucht man die 
"" Diagonalen ^C und BZ> nicht wirklich 

zu ziehen; man kann sie als Schnittpunkte der Verbindungslinien der 
Eckpunkte mit den Seitenmitten bestimmen. 

Um den Mittelpunkt eines beliebigen Fünfecks zu finden, theilt man 
dasselbe durch eine Diagonale in ein Viereck und ein Dreieck, bestimmt 
die Mittelpunkte dieser Flächen und zieht durch die gefundenen Punkte 
eine Gerade. Dann wiederholt man dieselbe Construction, indem man 
das Fünfeck durch eine andere Di^onale in ein Viereck und ein Dreieck 
theilt. Im Schnittpunkte der beiden so erhaltenen Geraden ergiebt sich 
der Mittelpunkt des Fünfecks. Diese Methode lässt sich auf Jedes be- 
liebige Polygon ausdehnen. 



ng. u. 
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Um den Hittelpunkt des Mantela einer Pyramide za finden, be- 
Btimmt man den Mittelpunkt jeder der drelBeitigen Seitenfiächen und 
dann den Mittelpunkt des Systems der so erhaltenen Punkte, indem 
man die Massen dieser Punkte den Flächeorftamen der entapteebenden 
Seitenflächen gleich setzt. Man Sbeizeugt sich leicht, daas alle diese 
Punkte in einer Ebene liegen, die von der Spitze der Pyramide um J 
der H5he derselben abitebt. 

Ist die Pyramide regulär, so iUllt ihr Mittelponkt mit dem des Pe- 
rimeters desjenigen Polygons zusammen, welches man als Schnitt der 
Mantelfläche mit jener Ebene erhält. Denn die Seiteuflächen sind den 
Seiten dieseB Polygons proportional und ihre Mittelpunkte liegen in dea 
Seitenmitten. 

In ähnlicher Weise lässt sich auch leicht der Mittelpunkt dea Man- 
tels einer parallel der Basis abgeschnittenen Pyramide finden. 

19. Bezeichnet man mit x und y die rechtwinkligen ge- 
radlinigen Goordinaten eines beliebigen Punktes M in einem 
ebenen Flächenraume S, mit a und ß die Goordinaten des Mit- 
telpunktes der ganzen Fläche S, bezogen auf die in der Ebene 
von iS liegenden Äxen Ox und Oy, sind femer OM^r und 
^ MOx ■= p die Folarcoordinaten des Punktes M, so ergiebt 
sich, wenn man die Flächen S durch die Coordiuatenlinien 
(f) und (<p) in Elemente von zwei unendlich kleinen Dimen- 
sionen theilt, fdr das Element äS der Ausdruck r drätp-^ also 
wird: 

S = frdrdff , 
Sa = fxrdrdrp =/r* cos (pdrdip, 
Sß '^fyrdrdtp =fr^ sin ipdrdq>, 
wobei die Integration sieh über die ganze Fläche S zu er- 
strecken hat. Nach Formel (10) § 5 lassen sich diese Integrale 
in die folgenden umformen: 

S = \frcoä{nr)ds, (11) 

Sa = i/^^ cos <p cos (nr)ds, Sß = -J-//^ sin tp cos {nrjds, 
die über die ganze Begrenzung s der Fläche S auszudehnen 
sind. 

Liegt der Pol innerhalb der Fläche S oder auf deren 
Begrenzung s, so hat der auf ihn bezügliche Theil der Inte- 
grale (11) die Form — F (fi,<p)dtp\ dieser Theil verschwindet 
aber, weil die Function F{r,(p) hier den Factor r enthält, also 
für »■ = verschwindet. 
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Gesetzt, die Fläche S sei ein Sector, der Ton den beiden 
Radienvectoren OA und OB und von der Curve AB begrenzt 
ist; die Gleichung der Curve sei r = f{(p). 
Die auf die Radienvectoren OA und OB 
bezüglichen Theile der Integrale (11) ver- 
schwinden, weil für sie cos (wr) = ist. 
Folglich bleibt nur der auf die Curve AB 
bezügliche Theil Übrig. Für die Punkte 
* ^ dieses Theils ist 

— cos (nr) = (?9 , 

und zwar mit positivem Vorzeichen, weil die Badienvectoren 
in allen Funkten der Curve AB aus der Fläche S austreten. 
Bezeichnet man also die Winkel AOx und BOx mit <p^ 
und 9, so ist 

iS= -5- fr'dip, Sa = -^ f r^ cos <pd<p, Sß^— f t^ siu qiätp, (12) 

wo r = f(ip) zu setzen ist. 

Seisjiiel. MitteipanM eines Kreissectors. 

Eb sei (Fig. 16} OÄ = r der Badias des Kreises, ÄOB der Ereis- 
sector, C die Mitte des Bogene AB und -^ COB = qi. Nach deo For- 
meln (12) ergiebt Bich: 



Ans dem Aasdrucke 




V, = -^ 



Sqi 



ß = 0. 



a sieht man leicht, dass der Mittelpaokt des 
Sectors mit dem Mittelpunkte eines am mit 
einem Radins gleich ^r beachrieheneD Bogeus 
J-'S' zusammenfallt. 

Mau beütimme femer den Mittelponkt eines ' 
Sectore, wenn der Bogen AB eine archimedische 
oder logarithmische Spirale ist. 

20. Coordinaten des Mittelpunkts einer 
über eine krumme Fläche S vertkeüten 



Ein beliebiger Punkt der Fläche S sei durch rechtwink- 
lige geradlinige Coordinaten x, y, z in Bezug auf die Axen 
Ox, Oy, Ob bestimmt; p sei die Dichtigkeit in jenem Punkte 
und «, ß, y die Coordinaten des Mittelpunkts der Fläche iS. 
Zur Bestimmung dieser Coordinaten hat man die Formeln 
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a=^fa:pd8, ß = l^CyedS, y=^^feedS, (13) 

worin m ^/(fdS die Masse der Fläche S bedeutet Ist diese 
Masse homogen, so gehen die Formehi in die folgenden über: 

a-lJxiS, ß-^JydS, y-^ßdB. (U) 

Beüjtid. Mittelpunkt eines beliebigen TTheiles einer SugelfiÖche. 

Ist S ein Stück ernet Kiigelfläche vom Radius r und Bind die Äsen 

Ox, Oy, Oz rechtwinklig, so lassen eich das Element dS und die Coordi- 

naten x, y, t in FolSiTcoordinaten, nämlich dem Radiusvector OM ^ r, 

dem Winkel zOM w <p und dem Fl&chenwinkel Vi ^^^ ^° Ebene zOM 

mit der Ebene xOx bildet, dnrch die folgenden Formeln ausdrücken: 

(JS — r' sin ipdipdTp, (b. 5 4) 

X — r sin (p cos V, y ■— r sin ?! ain v, e = r cos <p ; 

folglich wird: 



-'■/■'» 


^ä^d^. 


-'ij- 


* ipc 


OB-^d<pdll,, 


=ij- 


' q, 6 


ui^d<pd^, 


'il- 


9« 


n^dq-difi. 



Nach Formel (S) § 6 laasen eich diese Integrale in solche verwan- 
deln, die sich Qbei die Begrenzung e der Fl&che S erstrecken. All- 
gemein hat man nämlich 

cos (na.) . ^,„. 






H die die Engelfläche berührende äaasere Normale der Begrenzung s 
und o, die Richtung des die Coordinatenlinie (^) berührenden Para- 
meters der Coordinate tp ist. Han hat nun mit Hilfe der Gleichungen 
der Begrenzung ip als Function von ^ ausxadrücken und 
cos(«a.)d«^ 
rauiip -J- f 

zu setzen; dabei gilt das Zeichen — i&t den Fall, dass ein Punkt, 
welcher die im Sinne von ^<p y> gerichtete Coordinatenlinie (^) be- 
schreibt, in die Begrenzung der Fläche S eintritt, während das Zeichen 
-|- einem Austritt entspricht. 

Befindet sich der Schnittpunkt A der Axe Os mit der Eugelfläche 
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inqerhaJb der Fläche S oder auf ihrer Begrenzung, so enthält das Inte- 
gral (16) einen auf dieaen Punkt bezüglichen Theit 

— _yF(0, ^)d>p, 
in welchem die Integratioa sich über alle Werthe eratreckt, welche die 
Coordinate tp im Punkte A hat. 

Wenden wir zum Beispiel (Fig. IT) die Formeln (15) anf denjenigen 
p^^ ^^ Theil der Kngelfläohe an, welcher 

von einem Quadranten AB des in 
der Ebene lOx liegenden grOeatea 
Kreises und toc der Schnittourre 
AMB der Kugel mit einem Cjlinder 
begrenzt iat, desseu Erzeugende par- 
allel Oz und dessen Baais ein Halb- 
kreis OPB TOm Durchmesser OB 
V gleich dem Eugelradius ist. Die anf 
den Ereisbogen J. £ bezüglichen Ele- 
mente des Integrals (16) verschwin- 
den; denn hier ist cos (na,) •- 0; für 
die Elemente der Carve AMB ist 




)ds 



=- dip 



za setzen. Ist P die Projection eines auf der Cnrve AMB liegenden 
Fnnktes Jlf auf die Ebene xOj/ und zieht man die Geraden MP, OP, 
PB, HO sind OPM und OPB zwei congruente rechtwinklige Breiecke; 
daher iat 

■^ MOP= -^BOP = V, d.h. ^ = -|- — ^. 
Mithin ist für alle Punkte der Gurre AMB: 



Wendet man mit Beachtnng hiervon die Formel (16) anf die Integrale 
(IB) an, so eo'giebt sich: 



i - ,• [ A- nn t)H, + /".<♦] ■ 



'.sj(' 



- V — Bin vcoH V) COH vd* — ^, 



'~hj{^ 



2^\2 3/' 
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Die QrdBse des Theile der Engelfläcbe, welcher von dem Tollständigen 
Cylinder, desBen Baus der ganze Eieis vom Darchmeaser OB ist, ein- 

geschloasen wird, ist 

2S= irr' — 2j-', 
also gleich der Differenz einer EreiBfläche TOm ßadini r und dea in 
diesen EreiB einbe Betriebenen Qnadrate. Subtrahirt man also %S tou 
der Oberfläclie ixr* der ganzen Engel, so bleibt der Rest 8r', der aicli 
in ein Quadrat verwandeln läeat. 

Die Frage über die Quadratur eineB solchen Theilea der Eugelober- 
fläche wurde von dem Geometer ViTiani im Jabre 1692 gestellt nnd 
von ihm dnrch geometrische Conatrnction gelöst. Leibnitz lOate die 
Äniigabe vermittelst der Integralrechnung. 

31, Die letzte der Formeln (15) lässt sich in der Form 
darstellen 



■^i 



cos ipdS, 



wo C08 ipäS die Projectioß des Elements dS auf die Ebene 
xOy ist. Bezeichnet man mit S, die Summe der Projectionen 
aller solchen Elemente, d. h. die Protection der ganzen Flüche 
S anf die Ebene xOy, ao ist 

/cos (pdS= S„ 
tS, 
also y "= -g- oder S : S, •= r : y, d. h. jeder beliebig Theü 

einer Kugdfläche verhält sich s« seiner orthogonalen Projection 
auf eine durch den Kugdmittelpunht gehende Ebene, wie der 
Kugelradius zu dem Abstand des Massenmittelpunkts der pro- 
jicirten Fläche von der Trojectionsebene.*) 

Denken wir uns durch den Kugelmittelpunkt unter einem 
Winkel a gegen die Ebene xOy eine beliebige Ebene P ge- 
legt; es sei S' die Schnittfläche dieser Ebene mit dem die 
Fläche S auf die Ebene xOy projicirenden Cjlinder. Da S 
und S' eine gemeinsame Projection in der Ebene xOy haben, 
so ist 

8, ^ S' cos a; 

*) öinlio, Journal de LionviUe. T. IV. 
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folglich ist: 

Bedeutet ferner y die Länge des vom Masseamittelpunkte der 
Fläche S auf die Ebene P gefällten und bis zum Sclmitt mit 
der Ebene xOy verlängerten Perpendikels, so ist y ^ y cos a; 

folglich y' ^ -H- oder: 

S:S' = r:y, 
d. h. ci» beliebiger Theil einer Kugelfläche verhält sich stt seiner 
schiefwinkligen FrcQedion auf eine gegebene, durch den Kugel- 
miüelptmkt gehende Ebene, wie der Kvgelradius sa der Länge 
der vom Missmimitle^nkte der Fläche auf die Frojectionsebene 
geßUten und bis zum Schnitt mit derjenigen Ebene verlotterten 
Senkrechten, welche durch den Kugelmittelpunkt geht und auf den 
^qjicirenden Geraden senkrecht steht.*) 

Dieser Satz, der den vorhergehenden als Specialfall in 
sich enthält, katm zur Bestimmimg der Masaenmittelpunkte 
vieler sphärischer Figuren dienen. 

Beispiele. 1) Massenmittelpunkt eines sphärischen Dreiecks. 
Eb sei S die Fläche eineB aphärisclien Dreiecks 4B(7 (Fig. 18); A,B,C 
seine Winkel; a, b, c die diesen Winkeln gegen- 
■*^- ^^- flberliegendeu Seiten; a, ß, y die Abstände des 

Mittelpunkts der Fläche iS von den Ebenen der die 
Seiten des Dreiecks entbiiltenden grOsaten Kreise. 
Die Projection der Fläche S aaf die die Seite a 
enthaltcDde Ebene BOG ist gleich dem Ereissector 
BOC, vermindert um die Projectionen der Sectoren 
AOB und AOC auf dieselbe Ebene; folglich ist 
sie gleich, 

Y c -»'»■''-">«■ -5' äö- 

Far den Flächeninhalt S des Dreiecks gilt aber, wie bekannt, die 
Formel: 

mithin ergiebt sich nach dem ersten der obigen Sätze: 
r(tt — 6 cos C - c cos B) 




•) Schellbach in Crelle's Jonmal, Bd. 45 (1863). 
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GbenBO erhält man 
•^ 2M -I- R 4- C — IRO»! ' ' 



^ riß — n c os B — 6 cos Ä) 

2(^ + S + C - 180«) ' ^ °° 2(^ -t-B + C — 180") ' 



dabei sind die Winke! und Seiten des Dreiecks in Graden anezadrücken. 
Man kann die Sectorenfläche BOC ansehen als Bcbiefwinklige Pro- 
jection des Bphäriscben Dreiecke ABC auf die Ebene BOC durch Pro- 
jicirende, die dem Hadiiia OA parallel laufen; femer die Sectorenfläche 
AOC ala Projection von S auf die Ebene AOC durch Projicirende 
parallel dem Radius OA; und endlich den Sector AOB als Projection 
TOB S auf die Ebene AOB durch Projicirende parallel OC, Bezeichnet 
man alao mit «', ß', y' die vom Mittelpunkt der Fläche ABC auf die 
Seitenfl&cben des Tetraeders OABC gefKlIton nud bis znm Schnitt mit 
den auf den Kanten AO, OB, OC senkrechten Ebenen verlängerten 
Perpendikel, so folgt aas dem zweiten der in diesem § bewiesenen 
Sätze: 

* '° 2{A + B + C-— 180°) ' 
o. rb . rc 



'^ 2(-4 + -0 + C — 180"^ ' ^ t(A + S + C — 180») 
Man erkennt leicht, da» a', ß', y' die geradlinigen Cuordinaten des 
Mittelpnnkts der FUtehe des sphärischen Dreiecks ABC bezfiglich dreier 
Aien sind, die vom Eugelmittelpnukt als Ursprung nach den Polen der 
Dreieckseeiten gehen. 

2) Maiienmittelpwtkt der Oberfläche eines sphärischen Segments. 

Der Mittelpunkt der Fläche eines durch eine beliebige Ebene ab- 
geschnittenen sphärischen Segments liegt offenbar auf dem TOm Euge1_ 
mittelpnnkt auf diese Ebene gefällten Perpendikel. Sein Abstand y vom 
Eugelmittelpunkt muss sich zum Engelradins verhalten, wie der Flächen- 
inhalt des Schnittkreises znr Oberfläche des Segments. Ist also h die 
Hohe des Segments, so hat man 

y ! B = »A<2fi — h) : 2nBh, 
woraus folgt: 

d. h. der Massenmittelpunkt der Fläd\e eines sphärischen Segments liegt 
in der MitU seiner Höhe. 

Ebenso läast sich mit Hilfe des ersten Satzes dieses § beweisen, daaa 
der Mittelpttnkt einer ztmsehen zwei Farallelebenen liegenden Kugelxone 
gleichfaUs in der MitU ^rer Höhe liegt. 

22. Sind die Punkte der gegebenen Fläche S durch irgend 
welche drei Coordinaten 5,, q^, q^ bestimmt, zwischen denen 
eine Gleichung /"(«i, ffs, ?s) = besteht, so gilt (vei^l. § 4) 
för das Flächenelemcnt die Formel 
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^ dji dq^ , 



iat und ^ und ^' die in Cap. VIII der Kinematik angegebenen 
Bedeutungen haben, während P den Djfferentialparameter der 
Function f{q_i,q,i, Qa) bezeichnet. Um nun die Masae der Fläche 
und ihre Mittelpunktaeoordiuaten zu bestimmen hat mati diesen 
Ausdruck für dS in die Formeln (13) § 20 einzuseti^en; dann 
drückt man alle unter dem Integralzeichen stehenden Grössen 
als Functionen von zwei Coordinaten q^ und q^ mit Hilfe der 
Gleichnng der Fläche f{qu 2ai Qs) ^ ^ ^"^ ^^^ integrirt nach 
diesen beiden Variablen. 

SpecieUe Fälle. 1) Gesetzt, es seien ^u ii, it die Coordi- 
naten X, y, z in einem geradlinigen, rechtwinkligen System, 
so dass Sj = X, q^ ^ y , q^ ^ S ist. In diesem Falle ist: 0=1, 



also: 

as- _ 

di 

Ist die Gleicliung der Fläche Ton der Form s — ^{ic, y) = 0, 
30 wird: 

af 8-F(«, y) _8« |/:__8f «£ 1 

0a: 8a: "^ Wx' 8y 8y' 8z ^ 

Setzt man also g- ^^, ^ ^ 3, so ist: 



dS — >'l +i)' + s' . liliJj, 
/ — ^['Vi+f + f ■ dxds; 
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die Integrationen erstrecken sich dabei Qber den ebenen Flsclien- 
rauni, welchen die Projection von S auf die Ebene xOy bildet. 
Es sei z. B. S ein Fläcbenraum in einer Ebene 
g —• ax -i- by -^ c. 
In diesem Falle ist p ^a, q = b, 



vT+TT? - yi + o* + 6*. 

Diese Grösse ist die Secante des Neigungswinkels der gegebenen 
Ebene gegen die Ebene xOy] wenn man also diesen Winke) 
mit a und die Projection von S auf die Ebene xOif mit S' 
bezeichnet, so wird: 

S = sec ajdxdy = S' sec «, 
« = öJ 1 xdxdy, ß ^ -^ f ydxdy, y =^-äi i sdxdy. 

Die Ausdrücke für a und ß zeigen, dass die Projection des 
Mittelpunkts der Fläche S der Mittelpunkt ihrer Projection S' 
ist. Hieraas folgt, dass die Mittelpunkte der Schnittflächen eines 
ieliebigm Cylinders mit verschiedenen Ebenen auf einer und der- 
se^>en den Cylinder ereeugenden parallelen Geraden liegen. 

In dem Ausdruck für y ist fedxdy das zwischen S und 
S' enthaltene Volumen des die Fläche S auf die Ebene xOy 
projicirenden Cylinders. Dasselbe ist gleich yS'. Hieraus 
lässt sich eine Regel zur Bestimmung des Volumens eines vim 
irgend zwei JEbenen begrenzten Cylinderstumpfs ableiten. Dieses 
Volumen ist nämlich gleich dem Producte des Flächenraums 
einer zur Erzeugenden senkrechten Sdmittfläche in den Abstand 
der Mittelpunkte der den Cylinder begremenden Fläehm. Daher 
ändert sich das Volumen des Cylinders nicht, tcmn eine der 
Schnittfiäehen um ihren Mittelpunkt roiirt. 

Angenommen, es sei S ein Dreieck und \, \, \ die 
Abstände seiner Eckpunkte von der Ebene xOy. Dann ist 
der Mittelpunkt von S derselbe wie der Mittelpunkt dreier 
gleichen, in den Eckpunkten befindlichen Massen; also ist 

folglich 

0dxdy = ^ + \-^+^. 
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Dies ist der bekannte Ausdruck für das Volumen eines drei- 
seitigen geraden Priamas, das durch eine seiner Grundfläche 
nicht parallele Ebene begrenzt ist. 

2) Gesetzt, der Punkt M sei durch aeinen Abstand z Ton 
j^g ,3 der Ebene xOy (Fig. 19) und durch 

die Polarcoordinaten seiner Projec- 
tioa M' auf diese Ebene bestimmt, 
nämlich durch r^OM', rp^M'Ox; 
die Gleichung der FJäche S sei von 
der Form 

■ e — Fir,fp)=0, 
Setzt man g^ = r, (it ^ f , i^ = e, 
so wird 

' L ' \cr/ ' r' \öqj/ J ■' öSj OH ' 




Wenden wii diese Formel in Verbindung mit den Fonneln (14) auf 
die windschiefe Schraoben fläche an. Dieselbe wird durch die Bewegung 
einer Geraden MN erzeugt, welche einer Ebene xOy parallel bleibt 
nnd auf zwei Leitlinien gleitet, nämlich auf der Axe Oz und auf einer 
Schrauben li sie ; die letztere sei auf einem geraden Cylindei- verzeichnet, 
deeeen Basis ein Kreis in der Ebene x Oy vom Mittelpunkt O und vom 
Halbmesser OA = B ist. Die Gleichung dieser Fläche ist: 



wenn h die Ganghöhe des Schraubengewindes bezeichnet. Man hat daher 

- — — ", ^— = -zr— , also: 
er 'dtp 2jr ' 
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Ffir den von den Leitlinien OS und AM nnd den Erzeugeciden OA 
und 2fM begrenzten Theil der Schraabenääche findet m&n; 

"-^- «*"'*" + ''■)*-'■•)■ ■ 

Setzt man g> =• Sn, bo erhält man ah Coordinaten des Mittelpunkts des 
einem Schraub euumgang eDtsprechendeD FlächenBtQckes: 

c = 0, ß — 0, y — * . 

Nehmen ivir femer an, es sei S ein Theil einer Rotation soberfläche, 
Ox die Rotationaaie, r der Radius des Farallelkreises, auf dem der 
Punkt Jtf liegt, und 

e — F(r) « 



die Gleichung der Fläche. In diesem Falle ist -5- = J"(r), ^— = O; 
der Parameter 

P={l + [F'(r)]'(* 
ist eine Function des Radios r allein. Setzt man + { 1 + 1-^' W]' I ' = V ix) .*) 

dS ^ Tp(r)rdrdtp , 
S '~f^[r)Tdrdtp, 

u = g j r'i^(r) eoa ipdrdip, (16) 

ß = ^jr'tl,(r)amq>drd<p, 

r = ^ I F(r)^(r)rdrdtf. 

Gesetzt z. B,, die Fläche S sei von den beiden den Winkeln nnd gi 
entsprechenden Meridianen und zwei Farallelkreisen von den Radien r^ 
und r eingeschlosBen, so ergiebt sich: 



*) wobei das Zeichen -[" fö' den Fall dr >■ 0, das Zeichen — fflr 
dr < gilt 
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^----^^Umr'är 



.ß 
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Für einen Botationskegel, deasen Spitze im Co ordinatenur sprang liegt, 
und desBen Basis den Hadius B hat, hat man die Gleichung 



folglich wird 

J"(r) = -| und S'(r) = Yl + ^, 
8 = {RtpYh' + B' , 



2.R(1 — cos t) 

8qi ' '' ~° 3q) 

Mau wende ferner die Formeln (17) auf das Rotatiousparaboloid 
und BotatioDsetlipsoid an. 

33. In den Formeln (16) ist ii)(r)dr das Bogendifferential 
des durch den Punkt {e, r, g)) gehenden Meridians. Bedeutet 
also s den von dem gegebenen Parallelkreis r^ beginnenden 
Bogen des Iferidians, so ist ii>(r)dr = ds; mithin nimmt die 
erste der Formeln (17) die Gestalt an: 

S = fpjrds. 

Hierbei ist Jrds die Summe der Momente der Elemente des 

Bogens s bezüglich der ßotationsaxe; bezeichnet man daher 
mit r^ den Abstand des Mittelpunkts des zwischen den Parallel- 
kreisen TOQ den Radien r^ und r liegenden Bogens von der 
Botationsaxe, so ist 

sr^ =Jrds 
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und daher 

S = sri<p. 
In diesem Ausdruck ist r,^) der Kreisbogen, welchen der 
Massenmittelpunkt des Bogens s bei einer Rotation des Meridians 
um die Äxe Oe um den Winkel 9) beschreibt, wenn die Kotation 
von der ursprünglichen Lage des Meridians, für welche <p ^ 
ist, beginnt. Hieraus ergiebt sich der Satz des Pappus oder 
die Guldin'sche Regel zur Berechnung von Rotationaflachen:*) 

Der durch BolaHon eines beliebigen Meridianbogetts erzeugte 
Theil einer Rotationsfläche ist gleich diesem Bogen, rmdti^ieirt 
mit dem von dessen Mittelpunkte iei der Rotation ieschrid?enai 
Wege. 

Für eine volle Umdrehung ist ip = 2x. Offenbar gilt der 
Satz auch, wenn der Bogen s aus verschiedenartigen Curven 
zusammengesetzt oder wenn er eine geschlossene Ourve ist. 
Daher die Folgerungen: 1) Die durch Rotation einer Kreis- 
Sache um eine in deren Ebene befindliche und den Kreis 
nicht schneidende Axe erzeugte RingMche (Wulst) ist gleich 
der erzeugenden Kreislinie, multiplicirt mit der von deren 
Mittelpunkte beschriebenen Kreislinie. 2) Die durch die Rota- 
tion eines regelmässigen Polygons um eine in seiner Ebene 
liegende, das Polygon nicht schneidende Axe erzeugte Ober- 
fläche ist gleich dem Perimeter des Polygons, multiplicirt mit 
der von seinem Mittelpunkte beschriebenen Kreislinie. 3) Ist 
der erzeugende Bogen ein Parabelbogen und die Axe der 
Parabel zugleich Rotationsaxe, so ist (vergl. § 16, Beisp. 1.): 

Multiplicirt man dies mit 2«, so erhält man die Grösse der 
Oberfläche des Paraboloids, welches durch Rotation des Bogens 
s um die Parabelaxe entsteht, nämlich: 

•) Dieseo Satz fand Pappus, ein Geometer aua dem IV. Jahrhun- 
dert, B. Pappi Äleiandrini Math. Collectiones; der Satz heisst die Gul- 
din'sche Regel, weil er nach langer Vergessenheit erst wieder durch 
das Werk des Onldin; Quldiui „De centrii grafitaiis triam specierum 
quontitateB cautinnae" Viennae 1636 — 1641 bekaunt wurde. 
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Es sei noch bemerkt, dass die Grösse der BotationsSäclie 
dieselbe bleibt, wenn der erzeugende Bogen seine Lage und 
Gestalt in der Meridianebene derart ändert, dass die Bogen- 
länge und der Abstand des Mittelpunkts von der ßotations- 
axe unverändert bleiben. Ebenso baben die verschiedenen 
Rotation 3 Sachen, die durch Rotation eines und desselben 
Bogens um verschiedene in dessen Ebene liegende und von 
dessen Mittelpunkte gleichweit entfernte Axen erzeugt sind, 
dieselbe Oberfläche. 

24. Mittelpunkt eines Theäg der Oberfläche eines Ellipsoids mit drei 
ungleichen Axen. 

Gesetzt, die Coordinateu q,, g^, q, seien elliptische (9. Einem. § 6S), 
Dämlich 3, = il, , 9j =h> ^s ^K> "°d die Fläche S gehöre dem El- 
Hpeoid (1,) an. In diesem Falle hat man nach den Formela der Einem. 
Seite 130: 

1 r I _r -li r i i -ji 

'""»''■^"''l-(«,+l,)(",+I.)(-".->,)J l-(",+«(-4-«(-o.-l.)J '"■'"•' 
folglich ist 

>-jJ (>,-!.) L(a,+J,)(«,+1,)'(-„,_J,)J Ls"+I,)(-.^-l.')(-«.-l.)J '"■'"" 

let die Fläche S nur von ErümmungBÜnien des ElIipsoidB hegrenzt, 
d. h. von Schnittlinien des ElIipsoidB mit zwei Co Ordinate nflächcn des 
Sjstema (1,) and mit zwei Coordiaatenflächen des Systems (l,), so aind 
die Grenzen der Integrationen nach 1, und l^ constant nnd die Integra- 
tionen Beibat von einander unabhängig. Sind für diesen Fall l\ und l'^ 
die Grenzen für 1,, ferner X, nnd l'^ die für Jl,, so lasaeu sich die obigen 
Integrale in der allgemeinen Form schreiben 

diese geht fibei in 

J," J," K- ^." 

Jhf,ih)dK ■^f,i.h)dX, -^f,(MdX, .Jfhf,(l,)dl„ 
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-worin üoh die Quadraturen durch elliptische Integrale der ersten und 
zweitea Gattung darstellen taEsen. Für jeden zwischen deo Hanptdia- 
metralebenen liegenden Theil de« Ellipsoids hat man zusetzen: l'^^ — o,, 
l'j B~ — Oj , 1 j =■ — a, , 1',' ■— — o, . 

35. Der Satz des Pappus ist in dem folgenden Satze 
als specieller Fall mit enthalten: 

Man denke sich eine bewegliche Ebene P, die bei ihrer 
Bewegung eine Fläche Q einhüllt; eine in der Ebene liegende, 
unreränd erliehe Linie s bleibe immer auf derselben Seite der 
Geraden Ä, längs welcher P die Fläche Q berührt; alle Punkte 
von s sollen zu P orthogonale Trajectorien beschreiben. Der 
Bogen s erzeugt dabei eine gewisse Fläche. D^ zmsdieii zwei 
Lagen der Ebene P Uegeruk Theil S dkser Fläche ist dann 
gleich dem erzeugenden Bogen s, multipliärt mit dem von dem 
Mittelpunkt dieses Bogms surUckgelegten Wege. 

Zum Beweise bezeichnen wir mit & die Differentialwinkel- 
verschiebung der Ebene P und mit r den ÄbstaDd eines be- 
liebigen Punktes M der Linie s von der Geraden A. Da die 
unveränderliche Figur keine gleitende Bewegung in der Ebene 
P hat, so ist die Differentialverschiebung des Punktes M gleich 
r@, also gleich dem Differential des von diesem Punkte be- 
schriebenen Curvenbogens. Multiplicirt man dieselbe mit dem 
Element ds des erzeugenden Bogens s, so ergiebt sich als Pro- 
duct das Element der Fläche S, A. h. 

dS = ®rds; 
folglich ist 

S ='f@rds, 
wobei die Integration sich zunächst über den Bogen s zu er- 
strecken hat, dann aber ober alle Werthe von 0, Bezeichnet 
nun rj den Abstand des Mittelpunkts des Bogens s von der 
Geraden A, so ist 

frds = »•, s , 
so dass eich nach Ausführung der ersten Integration ei^iebt: 

S = sfer^. 
Nun ist aber 0r^ das Differential des von dem Mittelpunkte 
des Bogens s beschriebenen Weges; bezeichnet man also den 
ganzen Weg mit 0, so ist J®rj = ö; daher ist endlich S = sff, 
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was zu beweisen war. Es sei noch bemerkt, dass der Ab- 
stand rj des Mittelpunkts C des Bogens s von der Geraden A, 
welche die Fläche Q erzeugt, der Radius der ersten Krümmung 
der Trajectorie dieses Punktes ist. Ist die Erzeugende s eine 
geschlossene Curve, so erzeugt sie eine r&hren- oder kanal- 
förmige Fläche. 

Es sei z. B. s die Peripherie eines Kreises vom Radius a 
und der Bogen einer Schraubenlinie von der Ganghöhe Ä 
auf einem geraden Cylinder, dessen Basis ein Kreis vom ßa- 
diua Jt ist. In diesem Falle erzeugt s eine Schraubenröhre. 
Der einem Schraubenumlauf entsprechende Theil dieser Fläche 
ist gleich 

Es läast sich femer leicht beweisen, dass das Volunmi, 
tßdches von der in obiger Weise erzeugten Fläche S eingeschlossen 
wird, im Falle einer geschlossenen Ergeugenden s gleich ist dem 
von dieser Curve begrenzten Fläckenraume, muUiplicirt mit dem 
vom Mittelpunkte des Flächenraums heschrtehenen Wege. 

Ist nämlich u die von der Curve s begrenzte ebene Fläche, 
V das durch die Bewegung dieser Fläche erzeugte Volumen, 
ÄH ein Element der Fläche u, das nach zwei Dimensionen un- 
endlich klein ist, r der Abstand eines Punktes dieses Elementes 
von der Geraden A, so ist &rdu das DifTerentialelement des 
Volumens F; folglich ist 

Y==J®rdu, 
wo die Integration sich zuerst über die Fläche u und dann 
auf alle Werthe von © erstreckt Bedeutet j-j den Abstand 
des Massenmittelpunktes der Fläche u von der Geraden A, so 
hat man 

Jrdu = r^M; 
mithin wird V=iifr^®, wo /r,0 der vom Mittelpunkt der 
Fläche M durchlaufene Weg ist. Bezeichnet man denselben 
mit ff, so erhält man V ^ wo, was die obige Begel beweist. 
Dabei ist r^ der Badius der ersten Krümmung der Trajectorie 
des Mittelpunktes der Fläche u. 

In dem obigen Beispiel der Schraubenröhre ist das Volu- 
men der Röhre gleich 
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Ss ist ferner leicht zu sehen, d&ss, venu die Masse über die 
Fläche S derart vertheilt ist, dass die Vertheilung auf dem 
die Fläche S erzeugenden Bogen s für jede Lage dieses Bogens 
dieselbe ist, die Masse der ganzen Fläche gleich ist der über 
den Bogen s vertheilten Masse, multiplicirt mit dem von dem 
Mittelpunkte dieser Masse durchlaufenen Wege, 

Ebenso ist, wenn die in dem Volumen V enthaltene Masse 
so vertheilt ist, dass die Vertheilung über die Fläche h för 
jede Lage dieser Ebene dieselbe bleibt, die ganze Masse gleich 
der der Fläche m, multiplicirt mit dem von dem Mittelpunkte 
dieser Masse beschriebenen Wege. 

Geht die von den Lagen der Ebene P eingehüllte Fläche 
§ in eine einzelne Gerade Ä über, so ist S eine Rotations- 
fläche; die obige Regel zur Berechnung einer aolchen Fläche 
reducirt sich auf den Satz des Pappus. Das Volumen V ist 
in diesem Falle gleich der erzeugenden ebenen Fläche u, mul- 
tiplicirt mit dem von ihrem Mittelpunkte durchlaufenen Kreis- 
bogen a. Anch dieser Satz ist von Pappus und später von 
Guldin gegeben worden. 

Das Volumen des durch Rotation eines Kreises vom Radius 
R um die Äxe A erzeugten Ringes ist, wenn die Äxe A den 
Abstand a vom Kreismittelpunkt hat, gleich srÄ'. 2aa. 
26. Mittelpunkte flir Masseti von drei Dimmsionen. 
1) MiUelpunkt eines lumogmm Tetraeders (Fig. 20). Es sei ABCD 
das homogene Tetraeder. Die durch die Kante AD und die Mitte F 
der gegenüberliegenden Kiuite BC gehende Ebene AFD halbirt alle zu 
£C pariUelen and von den Seitenflächen 
^ ABU und ACI) begrenzten Strecken; 

sie ist daher eine Sjmmetrieebene fQr 
die Ebenen ABD und ADC; also liegt 
nach Satz III, g 13 in ihr der Hassen- 
mittel punkt des Tetraeders. Dasselbe 
gilt von der Ebene BEC, die dnrch 
die Kante B C und die Mitte der Kante 
AB geht; folglich liegt der Massen- 
mittelpunkt des TetraederH auf der 
Schaittlioie EF der Ebenen .äfD und 
BFG. Der Maasmwattelp'inkt eints 
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homogenen Tetraed&s liegt also auf der Verbindungslinie der Mitte» 
jKeier gegenüberliegenden Kanten. 

Sind nun G, U, K, L die Mitten der Kanten AB, DC, BD, AC, 
90 gehen die Geraden GH und KL ebenfalls durch den Mittelpunkt des 
Tetraeders; mithin schneiden ach die drei Geraden EF, GH, KL alle 
in einem Punkte, weicher der Mittelpunkt des 'Tetraeders ist. 

Man überzeugt sich leicht, dass diese drei Geraden im Punkte 
halbirt werden. Zieht man nämlich die Geraden GF, FH, HE, EG, 
80 erhält raau ein Parallelogramm EFGH, in dem die Geraden FE 
und GH Diagonalen Bind, sich also balbiren. 

Aua g 14 folgt, daas der Mittelpunkt von vier gleichen Maeaen 
ist, deren Mittelpunkte in den Ecken des Tetraeders ABCD liegen. 
Die Ebenen ABH und BEC schneiden sieb in der durch den Punkt 
gehenden Geraden BJ. Der Schnittpunkt J dieser Geraden mit der 
Seitenfläche ADG ist deren Mittelpunkt; denn er ist der Schnittpunkt 
der Verbindungslinien AH und EC zweier Ecken mit den Mitten der 
Gegenseiten. Da O die Strecke EF halbirt, so ist der Abstand des 
Punktes von der Ebene AGB halb so gross, als der Abstand des 
Punktes F von derselben Ebene; der Punkt F ist aber halb so weit 
TOn der Ebene ADG entfernt, als der Punkt B, denn F halbirt die 
Kante BC. Folglich ist der Abstand des Punktes von der Ebene 
ACB der vierte Theil des Abstands des Punktes B von jener Ebene; 
d. h. OJ^^BJ und BO^^BJ. Der MiUelpunkt des Tetraeders 
liegt also auf der Verbindimgslinie einer Ecke mit dem Mittelpunkte der 
gegenüberliegenden SeitenfiäiAe und ist von der Ecke um drei Viertel 
dieser Verbindungsstreeke entfernt. 

Ea ist noch zu bemerken, dass O der Mittelpunkt derjenigen Drei- 
ecksfläche ist, die man erhält, wenn man das Tetraeder dnrch eine der 
Seite ABC parallele und von der Ecke B \im i der von B Aui ADC 
gefällten Höhe abstehenden Ebene schneidet. Man kann daher sagen, 
dasB der Massenmittelpunkt einer dreikantigen Byramide der Mittelpunkt 
der Schnittfläche der Pyramide mit einer der Basis parallelen Ebene ist, 
die van der Spitze um |- der Höhe absteht. • 

Diese Begel gilt auch für jede vielkantige Pyramide P. Zerlegt 
man nämlich eine solche Pyramide in die Tetraeder T, T', T", . . . durch 
Ebenen, die durch eine Seitenkante und die übrigen Kanten gehen, und 
legt man dann parallel der Basis eine Ebene in einem Abstände von der 
Spitze gleich ^ der Höhe, so erhält man als Schnittflächen dieser 
Ebene mit den Tetraedern Dreiecke, deren Mittelpunkte die Mittelpunkte 
der Tetraeder sind; daher fällt der Mittelpunkt der Pyramide F mit 
demjenigen der Fläche des Systems dieser Dreiecke zusammen, d. h. 
mit dem Mittelpunkte der Fläche desjenigen Polygons, welches diese 
Dreiecke bilden. 

Dieselbe Begel gilt auch für jeden Eegel, da man den Segel als 
eine Pyramide mit unendlich kleinen Seitenflächen ansehen kann. 
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2) Mütelpuntt eines homogentn FoJyeders. Hachdem clje CoDstruction 
des Mittelpunktes des homogenen Tetraeders gefundeu ist, lässt sich 
der Mittelpunkt des Votumena jedes Polyeders beBtimmon , indem man 
das Polyeder in Tetraeder zerlegt und ein System von Punkten hetraohtet, 
deren Massen denen der Tetraeder gleich sind. 

Es seien {x,yiZi), (.x^yi'a), (^J/i^a), (^.yi'J die rechtwinkligen ge- 
radlinigen Coordinaten der Eckpunkte eines der Tetraeder und a, ß, y 
die Coordinaten seines Mittelpunkte. Da der letztere als Mittelpunkt 
von vier gleichen Massen angesehen verden kann, deren Mittelpunkte 
in den Tetraederecken liegen, so ist: 

«-1(1, +x, + a!, + 3i,), 

ß-iiy,-\-9,+v, + v*), 

Das Volumen oder die Uaase des Tetraeders ist durch die Detenninante 



1. a;*. 3/4. 



- y* , 2, — a 



dargestellt, wie aus der analytischen Oeometrie bekannt ist. 

Somit kann man die Mittelpunktscoordinaten ond die Masse jedes 
einzelnen Tetraeders und dann nach den Formeln (3) § 13 die Mittel- 
punktsc oordinaten des ganzen Polyeders berechnen. 

27. Allgemeine Formeln mtr Bestimmung des Mittelpunktes 
einer continuirlichen Masse von drei Dimensionen. 

Es sei: m die Masse, V ihr Volumen, x, y, z die gerad- 
linigen Coordinaten des nach drei Dimensionen unendlich kleinen 
Elements dm, q die Dichtigkeit desselben, dV sein Volumen 
und a, ^f y die Coordinaten des Mittelpunktes der ganzen 
Masse m. 

Nach der Formel far die Berechnung einer räumlichen 
Masse und nach den Formeln (4) § 13 hat man 

m = ftfdV, a^^TxQdV, ß^^ßgdV, y=^ i'sQdV, (18) 

wobei die Integrationen eich über das ganze Volumen erstrecken. 
Im Falle einer homogenen Masse ist die Dichtigkeit q con- 
stant, und die Coordinaten des Massenmittelpunkts sind: 

« - yjxi Y,ß~ yßd r,r- yßd r. (i9) 

Um die Integration über das Volumen F wirklich auszuführen, 
muss man die unter dem Integralzeichen stehenden Grössen 
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als Functionen von x, y, z oder von anderen, im allgemeinen 
krummlinigen Coordinaten q^, q^} 9» ausdrücken, wie dies in 
§ 3 gezeigt wurde, und dann der Reihe nach nach diesen 
Variablen integriren. 

Spedelle Fälle. 1) Für das Volumenelement ei^ebt sich 
in rechtwinkligen geradlinigen Coordinaten x, y, z die Formel: 

üY ^ äxdydz ; 
folglich wird: 

m='/edxdydz, (20) 

a = — I xQdxdyde, ß^— j yi^dxdyds , y = — i Zffdxdydz, 
mid wenn (f constant ist 

"^Y f ^^^^y^^i ß^==Y I ydxdydz, y='-y f zdxdyds, (21) 
mit 

V = fdxdydz. 
Mit Hilfe der Formel (16) § 6 lassen sieh diese Integrale auf 
solche, die über die Oberfläche S des Volumens Y ausgedehnt 
sind, zurückfahren. Die Formeln (21) gehen dann über in: 

V=fzcoB(nz)dS (22) 

a=y I xzcoB(nz)dS, ß=y j y3coa{nz)dS,y=^ j 2^coB(ns)dS 

worin n die Richtung der äusseren Normale der Fläche S im 
Punkte (x, y, z) bedeutet. 

Bei Anwendung dieser Formeln auf die einzelnen Theile 
derOberfläcbe hat man cos {nz)dS = + dxdy oder = — dxdy 
zu setzen, je nachdem eine der Axe Oz parallele, im Sinne 
^ ^ > gerichtete Gerade durch den Punkt {x, y, z) aus dem 
Volumen F aus- oder in dasselbe eintritt. 

Eb sei z. B. F daa Yolumeii eines g-eraden Cflindera, dessen Basis 
A va der Ebene xOy liegt, deagen Eraeuyende der Axe 03 parallel 
sind and der von einer Fläche begrenzt iet, deren Gleichung z =• f{x, y) sei. 

Die Elemente der Integrale (22) verschwinden für die Basis A, denn 
fSr jeden Punkt derselben ist e => 0. Die anf die Mantelfläche bezüg- 
lichen Ellemente verschwinden gleich&Us, weil für sie cos {nA = ist. 
B« bleiben also nui diejenigen Elemente, die eich auf den innerhalb des 
Cyiinders enthaltenen Theil der begrenzenden Fläche beziehen. Wir 
wollen dieses Flächenstück die obere Üasis nennen, indem wir ons die 
Axe Oz vertical denken und annehmen, dass innerhalb des Cylinders 
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alle Werthe von a positiv sind. Da alle der Axe Oa parallelen und 
im Sinne ^ 2 > gerichteten Geraden aus dem Volumen durch die 
Punkte der oberen Baeia anstceten, ao ist coa {ns)dS =— dxdy zu setzen. 
Es wird alflo 

V=.Jaxdy, 

a — y I xzdxdy , ß ~ y j ysdxdy t V — g-p / i'dxdy ; (23) 

hier ist nun noch x '— f{x, y) einzusetzen nnd dann nach x und y zu 
integriren, nnd zwar Qber den Flächenraum der unteren Basis A. 

Nehmen wir z. B. an, die obere Basis S sei eine Ebene. 

Nach §. 22 ist der Mittelpunkt der ebenen Fläche A die Projection 
des Mittelpunktes der ebenen Fläche der oberen Basis S auf die Ebene 
xOy, und das Yolumen V ist gleich der Fläche A, multiplicirt mit 
dem Abstand des Mittelpunktes der Fläche S von ihr. Bezeichnet man 
diesen Abstand mit c und nimmt den Mittelpunkt der Fläche A als 
Coordinatenursprung, so kann man die Grleichung der den Cylinder ober- 
halb begrenzenden Ebene in der Form schreiben: 

x = ax + iy + c. 
Substituirt man diesen Werth von z in die Formeln (23), so folgt: 



4/0 



{ax* + f>xy)dxdy , 
{axy -j- by*)dxdy , 



+ 6'y' -\- 2aixy -\- c')dxdy , 



wobei F '^ Ac ist. Es bleiben also die über die Fläche A ausgedehn- 
ten Integrale 

Jx'dxdy , Jy'dxdy , Jxydxdy 
zu berechnen. Zwischen den OtSsseu a, ß, y besteht die Gleichung 

Y=-i{aa + bß + c^; 
dieselbe zeigt, daas der Massenmittelpunkt des Cylinders in einer Ebene 
liegt, die durch die Mitten aller a-Coordinaten, die zu den Punkten der 
oberen Basis gehOren, geht. 

Gesetzt, die Basis A sei ein Rechteck, dessen Seiten den Axen Ox 
und Oy parallel verlaufen; es sei die der Ase Ox parallele Seite gleich 
p, die der Axe Oy parallele gleich q. Man hat dann 

I x'dxdy =^. I t/'d^dy^^, I xydxdy ; 
folglich ist: 

" - il;''"' ' - il; '■' ' - äi; <"'!'' + ''2' + "«')• 
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'^.^-S.'=Ä[<» 



— ei- 
lst A ein Ereis vom Eadins r, so wird: 

[(«* + 6') r 

2) Gesetzt der Punkt M (x, y, e) sei dnrch Polarcoordi- 
naten bestimmt, und zwar sei OM^r, gOM=fp und M> 
der Winkel der Ebenen zOM und zOx. Dann ist: 

X ^ r ein <p cos -^ , y == r sin ip sin ii> , s = r cos ip , 

dV= r* sin <f>drd<päil) , 
V= I r* sin tpärdtpäii;, m ^ f pr* sin tpdrdtpd^, 

sin* tp cos ^drdtpd'^, ^^^> 



-iß' 



n* 9) sin il>drdg>d^, 
in 9 cos 9)dr(79)rf([>. 



Indem wir hierin zuerst die Integration nach r ausfobren, wo- 
durch sich zwei Functionen P und Q ergeben, die den Be- 
dingungen 

^ ör ' ^ dr 

genügen, wenden wir auf die Integrale (24) die Formel (16) 
§ 6 an und erhalten: 

V = 1. fr cos (nr)dS , m ^ j'J'ms {nr)dS , 

a ^ .^ / -^ sin Ol cos ib cos (nr)dS , 

«J »■• * ^ ' ' (25) 

jj ==- — I ^Bijup&int cos (nr)dS , 
,(nr)dS; 






diese Integrale sind über die ganze Oberfläche iS des Volumens 
V auszudehnen. 

Für denjenigen Theil der Oberfläche, durch welchen der 
RadiusTector r aus dem Volumen austritt, hat man zu setzen 

cos (nr)dS ^ r* sin tpdfpd^\ 

fDr den aber, durch welchen r in das Volumen eintritt, ist. 

cos (^r)dS =1= — r* sin <pd<f>di). 
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Man stellt Dun den RadiuBvector r für jeden Theil der Ober- 
ääche als Function von ip und ^ dar und fuhrt dann die In- 
tegration nach diesen Variablen aus. Liegt der Pol innerhalb 
dea Volomens V oder auf seiner Oberfläche, so ist zu beachten, 
dasB man fflr die auf diesen Punkt bezüglichen Theile der 
Integrale denselben als Eiutrittspnnkt des Radiusvectors an- 
zusehen bat. 

Wenden wir diese Formeln aof einen Kegel tm, dessen Spitze in 
liegt nnd der durch eine beliebige Fl^he 

Pfr, q.,v) = Ca) 

begrenzt ist. Für die Mantelfläche i«t cos (nr) => 0, so dass in den 
Integralen (25) nnr die Theile verbleiben, die sich auf Punkte der be- 
grenzenden Fl&fhe und auf die Spitze des Eegels bezieben. 

In dem eisten jener Integrale verschwindet der aaf die Spitze be- 
zügliche Theil, da dasselbe für r — zu Null wird; in den übrigen 
Integralen reducirt eich dieser Theil auf die folgenden Ausdrücke 

— J'Q^ Bin* ip HOB Tpdipd^p, — J'^j sin'qp sin ^dqjd^, 

— JQo oob tp sin ipdf^^t 

wo Pj und Q„ die Werthe TOn P und § für r — sind. Diese GrCasen 
verschwinden, wenn Pj ^ nnd §„ ^ sind, was unter anderem ein- 
' tritt, wenn die Dichtigkeit 9 conetant ist, weil dann 





P = 


'y 


e-.T 


diesem Falle 


einer homogene» Masse hat man 




m — - 


-/" 


..(»r)<iS, 


« = 


Ä/'- 


Bin 9> 


0. » 00. («r)äS , 


^ = 


=/'■ 


8iiiq> 


in V cos {nT)iS , 


r = 


¥'■ 


C01.P- 


0. mds , 



WO die Integration sich nur über die begrenzende Fläche (a) erstreckt, 
Trifit der Badiusvector die begrenzende Fläche nur in je einem 
Punkte, so muss man setzen; 

cos (nT)dS = r' sin tpdtpdiji ; 
dadurch nehmen die Formeln die Gestalt an: 
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-Lj-^'-' 


,in»d»ä». 




= i/'- 


B If f 


jünpd^id^; 




«i» Abdruck, 


den 


man .n. Gl.iobang («) 


erMU, 



hier ist noch für r b 

setsen und dann nach 9 und ^ zu integriiea. 

Betrachten vii endlich den Specialfall, daas Pg ^ nnd Q^ =■ 0> 
die Dichtigkeit ^ eine Function dea RadiuBvectors allein und die begren- 
zende Fläche (a) eine Kugel ist, deren Mittelpunkt in liegt. Man 
hat dann: 

m ^ P f ain tpdfpd^ , 

a=--i- j ^' ^ cos^dtpd-ip, 

Q C f26") 

ß ^ Ji.. I Bin' 9 Bin ijidq>dili , ^ ' 

y am "- j COB q) ain 9>dq>dV- • 

Für einen Kegel z. B., der durch Botation einer den Winkel q> mit 
der Axe Oe bildenden Geraden um diese Äxe erzeugt ist, ergeben jene 
Gleichnngen: 

m = i,tP(,l-COiv), «=0,^ = 0, y = ^-COB'|-. 

Für eine homogene Masse ist: 

P = '>Y' 6 = ?-^'"»d folglich y = -£ cos' ^. 

Für die Halbkugel hat man g? ^ — zu setzen; dann wird y ^ — r. 

Wir empfehlen, die Formeln (26) auf eine körperliehe Ecke anzu- 
wenden, die durch eine Kugel begrenzt wird; dabei sind die Integrationen 
Qber die Fläche eines Bphärischen Dreiecks anazndehnen. 

38. Es kommt häutig vor, dass man die Masse m in 
Differentialelemente dm mit einer oder zwei endlichen Dimensionen 
zerlegen, dann die Coordinaten x, y, z des Mittelpunktes eines 
solchen Elements bestimmen und endlich die Coordinaten dea 
Mittelpunktes der ganzen Masse m nach den folgenden Formeln 
berechnen kann: 
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tt = — I xdm, ß = ~ f gdm, y =^ — i gdm. '(27) 

Hat dm zwei unendlich kleine Dimensionen, so sind a, ß, y 
die Goordinaten des Mittelpunktes einer Masse m, die über 
eine gewisse Fläche vertheilt ist, welche der geometrische Ort 
der Mittelpunkte aller Elemente dm ist. Hat aber dm nur 
eine unendlich kleine Dimension, so sind a, ß, y die Goordi- 
naten des Mittelpunktes einer Masse m, die längs der Linie 
vertheilt ist, auf welcher die Mittelpunkte aller Elemente duti 
liegen. 

Beüpieje. 1} Die MasEe tn B€i in einem geraden Cylioder enthalten, 
dessen Basis A in der Ebene xOy liegt nnd dessen Erzeugende der Axe 
-Qe parallel sind; dieser Cjlinder aei dnrcb eine Fläche z ^ f{x, y) be- 
grenzt und die Dichtigkeit q sei tob der Coordinatc z nnabhängig, d. h. 
es sei p entweder constant oder eine Function von x und y allein. 

Bedeutet nun iA ein nach zwei Dimensionen nnendlicb kleines 
Element der ebenen Fläche A, das den Punkt (x, y) enthält, so kann 
man das ganze Volumen der Masse m als die Summe oder das Integral 
der unendlich kleinen Cjlinder zdA betrachten; die in einem solchen 
Cylinder enthaltene Masse ist dann homogen, und zwar von der dem 
Flächentheil eben dA zukommenden Dichtigkeit q. Man kann also setzen: 

dm ^ QzdA. 
Die Coordinaten des Mittelpunktes einer solchen Masse sind x, y, \ z; 
folglich ei^eben die Formeln (27) 

«^^jxQZdA, ß^^JyqzdA, 7"^,ß'9dA, (28) 

wo m == JfzdA und z ^ f(x, y) und die Integration fiber die ebene 
Fläche A auszudehnen ist. Dieselben Besnltate lassen sich auch aus der 
allgemeinen Formel zur Beduction der Integration fiber ein Volumen 
auf eine Integration über eine Fläche ableiten. 

Ist die Dichtigkeit ß constant, so gehen die Formeln (28) in die 
Formeln (23) fiber. Man wende die Formeln (28) auf den Fall an, dass 
die begrenzende Fläche eine Kngel vom Radius OB =■ B, die Cjlinder- 
basis A ein Ereis vom Durchmesser OB und die Dichtigkeit ^ eine 
Function des vom Punkte nach dem betreffenden Funkte gezogenen 
Kadiusvectors r allein ist (vgl, S, 43 Pig, 17). 

2) Die geradlinigen Coordinatenasen Os:, Oy, Oz seien conjugirte 
Durchmesser des Eilipsoids 

die Dichtigkeit ^ sei eine l'nnction der Coordinate x allein und nt sei 
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die Masse eines zwischen zwei der Ebene yOz parallelen Ebenen liegen- 
den EUipsoidabschnitt^B. 

Man kann diese Kasae ffl darch Ebenen parallel yOe in unendlich 
kleine Elemente von einer anendlich kleinen Dimension zerlegen, deren 
Mittelpunkte auf der Axe Ox liegen; daher l&est sich m als eine Aber 
diese Aie vertbeilte Masse ansehen. 

Ein der Ebene yOx paralleler Schnitt giebt eine dem CentraUchnitt 

Umliche Ellipse. Die zu Oy nnd Oz parallelen conjugirten Semidiameter 
derselben sind; 



<-^*<.-Q- 



Mnltiplicirt man ihr Product mit n sin iye), so erhält man den Flächen- 
inhalt der Ellipse. Diese Fläche kann man als Basis eines Cylinders 
iV ansehen, dessen Hohe die Projection von dx auf die Normale der 
Ebene yOa ist; bezeichnet also h die Richtung dieser Normale, so ist: 

dF = »6c8in(i(a) cos(&a;) (l ~ ^\dx. {b) 

Da die Dichtigkeit 9 eine Function der Coordinate x allein ist, so 
ist sie für alle Punkte dieses Volum enelements dieselbe; mitbiu ist der 
Mittelpunkt der in diesem Yolameoelement enthaltenen Masse dm der 
Mittelpunkt der Basis und liegt anf der Aie Ox. Setzt man zur Ab- 
küranng 

j(6c sin (ya) cos (Äie) — A , 
so ist 

dm^Anil— —Adx, 

m = jll(f/l— '^\dx, p = 0, y = 
und 

CscQ {a' ^ X*) dx 
"^ f« («' - a:*) dar ' 

wo die Grenzen der Integration die Werthe von x für die die Masse m 
begrenzenden Ebenen sind. 

Ea ist bemerken Bwerth , dass dieser Ausdruck fOr a, also die Lage 
des Massenmittelpunktes auf der Äxe Ox weder von den Winkeln der 
conjugirten Durchmesser Ox, Oy, Oz, noch ton der GrSsse der Semi- 
diameter 6 und c abhängt. 

Im Falle einer homogenen Masse veiachwindet die Dichtigkeit if ans 
dem Ausdruck fflr a, d. h. es wird: 
' Somarr, Meebsnik. II. fi 
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Cx (a' — x') dx 
/(a' - x») dx 
Für das halbe Ellipeoid hat man Ton bis « zu iDtegriren, Der Ab- 
ttand des Mittelpunktes dos homogenen halben Ellipsoid» Tom Centram 
des Ellipsoidg iet « = | a. 

Bedeuten a, , «,, a, die Cosinus der Winkel zniechen den conju- 
girtcn Diametem a, b, c, eo hat man (vgl. £iuematik Cap. VIII S. 149, 
Formet (7)) 

Bin (ya) cos {hx) = d' , 
- tt\ ^ al -{■ 2 a,a,ag iati aaa Formel (b) ergiebt aich 



hiermit: 



dV = xhc^i{i - -l^dx; 
1 den Ausdruck fQr dae Volumen des ganzen Eilipsoida: 



jibcd^ 1 U— '^!) ä 



Sind a, b, c die conjngirten Haiiptsemidiameter, so ist J •» 1, nnd das 
Volumen des EllipBoid« wird ^ ^ nabc. 

3) Die Masse m sei durch eine Rotationsfläche und zwei zur Ro- 
tationsaie senkrechte Ebenen begrenzt. Eine solche Masse Igsst eich 
durch Ebenea senkrecht zur Rotationsaxe in Elemente zerlegen, die nach 
einer Dimension unendlich klein sind und die Form von Cylindein haben, 
deren Umndflächen Parallelkreise und deren Hühen unendlich kleine 
Abschnitte auf der Jtotationeaxe sind. Ist die Dichtigkeit q fit alle 
Punkte eines Pacallelkreisea dieselbe, oder hingt sie nnr von dem Ab- 
stand des Punktes von der Rotationsaxe ab, so liegt der Mittelpunkt 
der Masse Jedes Elementes auf dieser Aie. Daher kann man dann m 
als eine über die Rotationsaie vertheilte Masse ansehen. 

Es sei nun z der Abstand des Mittelpunktes eines beliebigen Farallel- 
kreiaes von einem auf der Rotationeaie gewählten festen Punkte 0, 
r der Abstand einea Punktes M von jener Aie und qi der Winkel, wel- 
chen die ^urch M und die Rotatiousaxe gehende Ebene mit einer andern 
dnrch die Axe gelegten festen Ebene bildet. Für das Element der Masse 
tn mit drei unendlich kleinen Dimensionen hat man den Ausdruck 
QTdrdifidz. Ist p eine Function von r allein und integrirt man »ach r 
von bis KU demjenigen Werthe von r, der dem Radius des Parallel- 
kieisea gleich ist, in dessen Ebene der Punkt M. liegt, dann aber nach 
qi von bis 2ic, 80 ergiebt sich für das Masseuelement mit einer un- 
endlich kleinen Dimension; 



i-adx I i 



erdr 
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der Mittelpunkt dieaea Eleraenta liegt auf der Botationsaie. Hat mau 

das Integral C<jrdr gefunden, so kann mau darin den Radius r mit 

Hilfe der Gleichung der Botatioasfläche als Function der Coordinate t 
ansdracken. So erhält mau statt dea Integrals eine gewisse Function 
f(t) von nur einer Variablen i; folglich wird 



xfmdz, 

d. 

! Gleic 

tationaj 



dw, = inf{i)dz. 



wo 7g lind z die Abstände der Mittelpunkte der die Masse tn begren- 
zenden Parallelkreise vom Punkte O sind. 

Setzt man z. B. g = r', und ist die Gleichung der Rotationsfläche 
r* ■o' 2pz, d. h. ist diese Fläche ein Eotationaparaboloid, ao erhält man: 



*■ = 4 ' (£> - zp 

4) Wenden wir endlich die Formeln (2T) auf die Masse eines Eegela 
an, dessen Spitze in liegt und der durch zwei der Ebene xOy paral- 
lele Ebenen begrenzt ist. Ea sei A die ebene Fläche dea von der Spitze 
O am meisten entfernten, B die des nächsten und u die eines beliebigen 
cwiachen Ä und B liegenden Schnittes; es seien femer a, h, t die Ab- 
stände dieser drei Schnittflächen von der Spitze, M{x, y, z) ein Punkt 
der Fläche w, ft der Schnittpunkt der Geraden OM mit der Ebene Ä, 
I, 1] die den Äxen Ox und Oy parallelen Coordinaten des Punkt«B fi und 
dA ein den Punkt fi enthaltendes Element der Fläche A von zwei 

unendlich kleinen Dimensionen. Man sieht nun leicht, daaa o; — — j, 
y =■ — r\ , und dass das den Pankt S£ enthaltende Element der Fläche u 



ist. Multiplicirt man dasselbe mit dz und mit der Dichtigkeit p, e 
erhält man das Massenelement 

dm = e \dAdz. 

Ist S die Dichtigkeit im Punkte ji und nimmt man an, dieselbe sei eit 
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Function der Coordinaten £ nnd i], bo dcäckt aioh die Dichtigkeit im 
Punkte M daich eine FuDction von der Form 



ans; man hat dann 

Integrirt man non nach £ nnd i] Aber die Fl&ohe A, ao erhält man fQr 
die in dem Yolnmeu udz enthaltene Masse den Auadtnck: 



^j{t)dzj'aä 



Hieria ist /o(J^ eine Ober die Fläche A vertheüte Maaae; bezeichnet 
man sie mit M, ao ergiebt eich für die in dem Volumen udz enthaltene 
Masse der Ansdruck: 

M J mdz. (c) 

Die Momente dieser Maaae bezüglich der Ebenen yOz und xOz stellen 
sich als die Integrale 



fxvdV = fljs) ^de UsdA, 
iyildV=^f{z)—, dz ffiidA 



dar, die über die Fläche A auszudehnen dnd. Bedeuten p nnd q die 
Coordinaten dea Mittelpunktea der Masse M, so ist 
fiSdA = Mp, fnSdÄ = Mq, 

also wird: 

Cxfd V - Mpfiz) ^' dz , jyvd V - Mqm J dz. 

Sind andererseits x nnd y die den Äien Ox, Oy parallelen Coordinaten 
dea Mittelpunktes der in dem Volumen ttdz enthaltenen Maaae, ao wird: 

CxQd V =. x'M~ Mdz ,jyiidV^ y'M~ mdz. 

Ans der Gleichheit dieser Ausdrücke mit den vorhergehenden folgt: 



Dies zeigt, daes, wenn man die Masse m durch Ebenen, die der Basis A 
des Kegels parallel sind, in Elemente von einer unendlich kleinen Dimen- 
sion zerlegt, man Elemente erhült, deren Mittelpunkte auf der Verbiu- 
dnngalinie der Spitze dea Eegela mit dem Mittelpunkte der über die 
Basisfläclie A vertheilten Masee liegen. Man kann daher m ala eine 
Ober diese Qerade vertheilte Masse ansehen. 



izecy Google 



Nach Berechnung der Coordinaten p und q der nber die Fl&cbe A 
Tertheilten Masse M ergiebt sich 

Es bleibt non noch y zn bestimmen. Nach den Formeln (27) and (c) 
erhält man: 



"-?/' 



/(S)2»d3 , 






In dem epedellen Falle, daee f(ß) eine Conetante c ist, d. h. wenn die 
Dichtigkeit p fOr alle Paukte einer durch die Spitze des Eegela gehen- 
den Geraden dieeelbe ist, findet mau: 

fi'di 

. i » («■ - >■') 8 (a» + g -t -I- .f + >■) 

! 4 (a- - 4-) ~ 4 (o" + a» + S') 

Für den ganzen Eegel hat man Ii = zn setzen. Dann wird y =^ ^ a, 
«aa mit dem fibereinstimmt, was in g 20 gefunden wurde. 

29. Wir haben in § 10, Formel (21), gesehen, dass 

R{m -\- m' + m" + . . .) ^ »»r + m'r' + m"r" + . , . , 
d. b. daes das polare Moment ersten Grades von der Summe 
der Massen m, m', m", . . : bezüglich eines beliebigen Poles 
gleich der Summe der polaren Momente ersten Grades der 
einzelnen Massen bezüglich desselben Pols ist. Dies liefert 
Qus eine graphische Constmction für den Abstand ii des 
Mittelpunktes C eines Massensystems von dem Pole 0; die- 
selbe besteht in folgendem. Man bilde die geometrische Summe 
der die polaren Momente dar8t«llenden Strecken, indem man 
sich diese Momente auf den Richtungen der Badienvectoren 
r, r', r", . . ., die nach den Mittelpunkten der Massen m, m', 
m", . . . hinfahren, Tom Pole aus aufgetragen denkt; die so 
gebildete Summe dividire man durch die Summe der Massen. 
Auch kann man jenen Abstand mit Hilfe der Abstände 
der Massenmittelpunkte vom Po! und der gegenseitigen Ab- 
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stSnäe dieser Mittelpunkte von einander berechnen. Die For- 
mel (21) § 10 giebt nämlich: 

J? (2:m)' = n»V 4- m'V* -| 1- 2mm'rr' + 2mm"rr" + 

+ 2m'm"Vr" + ■ - -. 
Bezeichnen nun p, q', q", ... die Abstände der Masse m von 
1»', m von m", m' von »»", . . ., so ist: 

2rr' = r* + r'* — p*, 2rr" == r* + r"' — <>'^ ■ ■ ■ ; 
daher kann man die vorbeigehende Formel schreiben 
B'(£mf = m(mr^ + m'r'^ +■■■) + m'{mr* + m'r'» +■■■) + 

+ ■ ■ - — mm'p* — mWp'* — ■ ■, 
oder auch kurz in der Form 

R*{£my = Sm ■ Zmr* — Smm'(f^ , 
wenn 2Jmt^ die Summe aller Massen, jede multiplicirt mit 
dem Quadrat des Abstandes ihres Mittelpunktes von dem Pol, 
Zmm'fi* aber die Summe der Producte von je zwei Massen 
mit dem Quadrat des Abstandes ihrer Mittelpunkte von ein- 
ander bedeutet Diese Gleichung giebt einen Ausdruck für 
das Quadrat des Abstandes des Mittelpunktes des ganzen 
MasBensjstema tn, m', m", .. . von dem Pole 0, nämlich: 

T» Smr' Smtn' f' *) ,„-,, 

■" 'Z^ (£^^ '•''"-' 

Beiapiete. 1) E» Beien Ä, B, G die Mittelpoakte dreier gleicher 

Hassea und G ihr gemelDsamer Mittelpunkt. Nach Formel (29) hat 

AG'^ i{2AB' +\aC^ -BC) 
BG^^i(2BA' + 2BC' - AC) 
CG' = ^ {2CA' + 2CB' — AB'). 
2) Ee seien Ä, 3, C, D die Mittelpankte von vier gleichen Maseen 
und G ihr gemeinaanier Mittelpunkt. Nach Formel (29) findet man: 

AG' = it(aAB' + 3AC' + 3AD' — BC — BD' - CD'). 
Aehnliche Ausdrücke erh&lt man für BG', CG', DG'. 

30. In Formel (29) ist die Grösse —^ — das arithme- 
tische Mitt«l aus den Quadraten aller von dem Pole nach 



*) Diese Formel rührt von Lagrange her. S. die Äbbandlong „Sur 
une noQTelle propri^tä du centre de gcavitä" in den Mämoires de l'Acad. 
de Berlin, 1783, oder in den OeavTes de Lagrange, T. V, p. 639. 
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den Massenpnnkten m, m', m", . . . gezogenen Radienvectoren. 
Mau bann diesen Mittelwertb als das Quadrat einer gewissen 
Grösse K ansehen, die eine Art von Mittel aus den Werthen 
r, r\ r", . . . darstellt und durch die Formel 

bestimmt ist. Aus Formel (29) folgt: 

£s = ü^ + ?^^y. (30) 

Sind alle Massen m, m', m", , . . positiv, so ist K immer reell; 
dabei geht aus Formel (30) hervor, dass JK seinen Minimal- 
werth für ü = erhält, d. h. wenn der Pol im Mittel- 
punkte des Massensystems liegt. Zugleich mit K hat auch 
die Summe £mr^ = K^Um ihren Miuimalwerth. Man hat 
also den Satz: Mne Summe von positiven Massen, jede mttlti- 
plidrt mit dem Quadrat des Ahstandes ihres Mittelpunktes von 
einem beli^ngen Funkte, erreicht ihr Minimum, wenn dieser Funkt 
der Mittdpufikt des Massensystems ist. 

Bezeichnet man den Minimalwerth von K mit K^, so hat 
man nach Formel (30): 

Kl = ^0^ , uiidK' = R'-j-Kl. (31) 

Die Grösse S^ ist nur von den Massen der Punkte m, 
m', m", . . . und von ihren gegenseitigen Abständen abhängig. 
Die Formel (31) zeigt, dass K gleich der Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks ist, dessen Katheten R und K^ sind. 

Vertauscht man den Pol mit einem anderen 0^ und 
bezeichnet die entsprechenden Werthe von F und K mit Äj 
und fii, so hat man nach Formel (31) K\ = E\ -^ Kl; folg- 
lich wird: 

F\~S? = E]— KK (32) 

Man sieht aus dieser Formel, dass der Mittelpunkt G des 
Massensystema (m, m', m", . . .) in der Ebene desjenigen Prei- 
ses liegt, nach welchem sich die Kugeln von den Radien K 
und J^, deren Mittelpunkte und Oj sind, durchschneiden: 
hat man also K und ^j nach der Formel y^^L^ berechnet, 
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80 kann man eine durch den Mittelpunkt C gehende Ebene 
construireu. Mit Hilf^ von drei solchen Ebenen ist die Lage 
des Mittelpunktes bestimmt 
Der durch die Formel 



.=!/: 



Smr' 



bestimmte mittlere Radius unter den KadienTectoreu r, /, r", . . . 
kann gleich Null und imaginär werden, wenn es unter den 
Massen m, m', m", . . . negative giebt. 



C. Quadratische Momente in Bezag auf Ebenen. — Trägheitsmomente. — 

31. Wenn eine continuirliche Masse m in unendlich 
kleine Elemente dm zerlegt ist, die keine endlichen Dimen- 
sionen haben, und wenn r den Abstand eines diesem Elemente 
angehörenden Punktes Yon einem gegebenen Pole bezeich- 
net, ao wollen wir das Product r'dm das elementare quadra- 
tische polare Moment, und das über die ganze Masse ausge- 
dehnte Integral Jr^dm das quadratische polare Mcmient der 
ganzen Masse nennen. Bezeichnet man nun, wie im vorigen §, 

den Mittelwerth mit K^, so ist K*m der Werth des 

quadratischen polaren Moments der ganzen Masse m. 

Das quadratische polare Moment steht im Zusammen- 
hange mit zwei anderen, sehr häufig in der Mechanik vor- 
kommenden Grössen, die man das ^ladratische Moment iezwf- 
lich einer Ebene und das quadratische Moment besOglick einer 
Geradei% nennen kann. 

Legt man nämlich durch den Pol eine beliebige Ge- 
rade Ox und eine dazu senkrechte Ebene P, bezeichnet mit 
p den Abstand des Elements dm von der Axe Ox und mit 
q den Abstand desselben von der Ebene F, so bat man die 
Relation r^ =p^ ■{- g', also auch: r^dm =^dm + <^dm. Die 
Grösse p^dm kann man das quadratische Moment des Ele- 
ments dm bezüglich der Axe Ox nennen; doch wollen wir 
för dieselbe den allgemein gebräuchlichen Namen „TrägJmtS' 
momeni^' beibehalten. Die Grösse ^dm werden- wir quadra- 
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tisckes Moment des Elemtentes dm bmiglich der Ebene i 
Die auf die ganze Masse m bezogenen Integrale fp^dm und 
f^dm heiBsen dann das Trägheitsmoment der ganzen Masse 
»I und deren quadratisches Moment bezüglich der Ebene. 
Da 

Jf^dm = J^dm + fq^m, (1) 

80 ist das quadratische polare Moment der ganzen Masse gleich 
der Summe des Trägheitsmoments und des quadratisdien Mo- 
ments bezüglich der Ebene. 

In der Mechanik hat das Tnlgheitsmoment die grösste 
Bedeutung, während die quadratischen Momente bezüglich eines 
Punktes und einer Ebene als HilfsgrÖssen angesehen werden, 
die zur Bestimmung des Trägheitsmoments dienen. 

Wir beschränken uns auf die Untersuchung von Massen, 
die lauter positive Elemente haben, da das Moment einer 
Masse, die auch negative Elemente enthält, als die Differenz 
zweier Momente angesehen werden kann, die wie positive 
Massen zu behandeln sind. 

Der Begriff des quadratischen Moments bezüglich einer 
Ebene läast sich, wie Binet dies thut,*) allgemeiner fassen, 
wenn man dem Perpendikel q auf die gegebene Ebene eine 
zu einer gegebeneu Geraden (J) parallele, von dem Element 
dm nach der Ebene P gezi^ene Linie sabstituirtv Doch liegt 
kein wesentliches Bed&rfniss für eine solche Verallgemeinerung 
vor, da man durch Division mit dem Quadrat des Cosinus des 
von der Geraden {V) mit den Normalen der Ebene P gebildeten 
Winkels von dem Falle der senkrechten Abstände q zu dem 
der geneigten übergehen bann. Gleichwohl werden wir später 
einen Fall treffen, wo man geneigte Abstände q zu betrachten hat. 

Das Trägheitsmoment wird oft ersetzt durch die Grösse 



die man den Trägheitsradius nennt. Es ist dies die Seite eines 

*) „Memoire sur la thöorie des aiea coojugnfe et iJes momenB 
d'inertie des corps (1811), in dem Joaniai de Tfic. Polyt., 16™ cahier 
(1813), p. 41. 
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Quadrats, dessen Inhalt daa arithmetische Mittel aus den Fla- 
chen der Quadrate ^ ist. Ebenso lässt sich das quadratische 
Moment fq^dm durch die Grösse 



. yjjL' 



ersetzen, d. h, durch die Seit« eines Quadrates, dessen Fläche 
das arithmetische Mittel aus den Flächen der Quadrate q^ ist 
Diese Grösse hat keinen besonderen Namen. Aus Gleichung 
(1) folgt K' = k*-{-h\ 

33. Bezeichnet man mit p^ den Abstand des Elements 
dm von einer durch einen neuen Pol 0^ gehenden, zu Ox 
parallelen Axe OiX und mit d den Abstand der beiden Äxen, 
so ist 

ßj =j)» — 2pS cos (pÄ) + d\ 
also: 

Jp\dm = Jp^dm — 2S Jpcos{pS)dm-\- ö^m. (2) 
Hierin ist fp cos {pS)dm die Summe der Momente ersten Gra- 
des bezüglich einer durch die Axe Ox gehenden und zu der 
Ebene der Axen Ox und O^x senkrechten Ebene, Bedeutet 
also B den Abstand des Mittelpunktes der Masse m von die- 
ser Ebene, so ist 

fp cos(j>S)dm = am, 
folglich wird: 

fp^m = fp'dm — 2aSm + *»m. (3) 

Diese Formel lässt sich benutzen, um von dem Trägheits- 
momente bezEiglich einer gegebenen Axe zu dem Trägheits- 
momente bezQglich einer andern, der ersteren parallelen Axe 
überzugehen. Liegt der Mittelpunkt C der Masse m in der 
durch Ox gehenden und auf der Ebene der beiden Axen senk- 
rechten Ebene, so ist ß = und die Formel (3) geht über in : 
Jp^dm ^f^dm + ff'n». (4) 

Man sieht aus dieser Formel, dass das Ueinste unter allen 
Trägheitsmomenten in Bezug auf die versdtiedenen, mt derselben 
JRiehtwfig partdielen Axen dasjenige ist, welches der durch den 
Massenmittelpunkt gehenden Axe entspricht. 
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Eine ähnliche Formel wie (3) lässt sich aach für das 
quadratische Moment bezOgUch einer Ebene aufstellen. Es sei 
Pj eine za P parallele Ebene, q^ der Abstand des Elements 
dm von ihr und S der Abstand der Ebenen P und P, von ein- 
ander, mit + oder — genommen, je nachdem die Ebene P^ 
auf der Seite der positiven oder negativen q liegt. Es ist 
dann 3, ^ q — S; folglich wird: 

Jqldm =J<fdni ~ 2dfqdm + d^m. (5) 

Hierin ist fqdm das Moment ersten Grades der Masse m be- 
züglich der Ebene P; bezeichnet man also den Abstand des 
Mittelpunktes dieser Masse von jener Ebene mit a, so ist 
fqdm = am; daher wird: 

jq]dm ^Jifdm — 2aSm + ä*m. (6) 

Geht die Ebene P durch den Mittelpunkt der Masse m, so ist 
= und die Formel (6) redacirt sich auf die folgende: 

Jq\dm ^fq'dm + d^m. (7) 

Hieraus sieht man, dass das kleinste unter aU^t quadratischen 
Momenten in Bezug auf unter einander parallele Ebenen das- 
jenige ist, welches der durch den Mittelpunkt der Masse gehenden 
Ebene entspridU. 

33. Betrachten wir nun die Methoden der Berechnnog 
der Momente fn^dm, fp*dm, f^dm unter der Voraussetzung, 
dass das Element dm durch geradlinige rechtwinklige Coordi- 
naten x, y, e bezüglich der Axen Ox, Oy, Oe bestimmt ist. 
Es sei r der Abstand dieses Elements vom Ursprung 0, q 
der Abstand von einer durch gehenden Ebene P und p der 
Abstand von einer senkrecht auf P durch gelegten Axe Ol. 
Ferner seien a, ß, y die Cosinus der Richtungswinkel der 
Axe Ol gegen die Axen Ox, Oy, Oz, d. h. die Coordinaten 
des Schnittpunktes jener Axe mit einer Kugel vom Radius 1, 
deren Mittelpunkt ist. 

Da nun 

r* = a^ + / + 2% q = ax-\- ßy-\-yz, 
so wi^- 

Jr^dm ^Jx^dm -j-fy'dm -^fz^dm, (8) 
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fq^dm = a^Jx'dm + ß^Jy'dm + y^J^dm 

+ 2ßyfyedm + 2yafixdm -f- 2aßfxydm. (9) 
Nach Fonnel (1) ist aber 

fp^dm =Jr^dm ~J^dm\ 
Folglicli wird: 
Jp'dm = {\-c^j3^äm+{l-ß*)Jy'dm-\-{V-y^J^dm 

— 2ßyfysdm — 2yaf3xdm—2ttßfxydm. (10) 
Die Bedingung a* + /3* + y* »= 1 liefert 

1-a'^ß^^f, 1 - ^^ = «» + y«, i _ y^ = «s + ^, 
so dass man die Gleichung (10) auch schreiben kann: 
Jy rfm = a*/(i/* + 2«) rfm + /S2/(«* + a;*)rf»B + //(a;* + 1/*) d»M 

— 2ßyfyzdm—2yafgxdm-'2ttßfxydm. (11) 
Die Formeln (8), (9) und (11) zeigen, daes zur Bestimmung 

der Momente fr^dm, fq^dm, fp^dm die folgenden 6 über die 
Masse m ausgedehnten Integrale zu berechnen sind: 

fa?dm, ff dm, p^dm, (12) 

Jyzdm, Jzxdm, Jxydm. (13) 

Die Integrale (12) sind die quadratischen Momente bezüglich 
der Coordinat«nebeneQ yOz, zOx, xOy. Aus ihnen lassen sich 
die Trägheitsmomente bezaglich der Coordinatenaxen Ox, Oy, 
Oz, nämlich die Grössen 

J{i^ + z^)dm, Jif + x')dm, J{x^-[-f)dm 
zusammensetzen, die in Formel (11) als Coefficienten von «', 
ß*, y^ auftreten. 

Das polare Moment fr^dm ist von den Cosinus a, ß, y 
unabhängig, während die Momente /^'dm xm&Sp^dm homogene 
quadratische Functionen dieser drei Grössen sind, zwischen 
denen die Bedingung 

«* + ^* + / = 1 (14) 

besteht. 

Sind alle Elemente dm positiv, so sind die Momente 
fq'dm und f^äm fBr jede Richtung der Äxe Oi positiv. 
Daher müssen die Ausdrücke (9) und (11) für alle der Be- 
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dingung (14) genügenden Werthe von «, ß, y daa Zeichen + 
haben. Bezeichnet man zur Abkürzung den Ausdruck (9) 
mit F{a, ß, y) und subatituirt in demaelben für a, ß, y irgend 
drei reelle Grössen |, jj, g, die man als Goordinat«n eines ge- 
wissen Punktes M ansehen kann, so hat man 

^■(1, f), e) = g^fq'dtn, (15) 

wo (> -= OM und f^dm das quadratische Moment bezüglich 
einer diirch gehenden und auf OM senkrechten Ebene ist. 
Man sieht hieraus, dass die homogene quadratische Function 

■f (g, n, %) = l^J^dm + Tfjy^dm + £*/s*dm 

+ 2rit,Jyzdm -\- 2%^Jzxdm + S^vfxydm 
für jedes reelle Werthsystem von |, jj, t das Zeichen + bei- 
behält. Hierzn ist bekanntlich erforderlich, dasa die Discri- 
minante 

fa^dm, Jxydm, 
Jxydtn, Jy*dm, 
Jxzdm, Jyzdm, 
und ihre Hauptunterdeterminanten 
I Jt^dm, Jyzdm I 1 J^dm, Jxzdm 1 1 Jx*dta, 
\ Jyzdm, Jz^dm \ Jxzdm, Js^dm \ Jxydm 
sowie auch die Integrale f3?dm, fy^dm, fz^dm positiv sind.*) 
34. Setzt man in Crieichung (15) (f^fq'dm = 1, so ist 
die Lage des Punktes M so bestimmt, dass 

ojif=e = — ^, 

Yjq'dm 
d. h. dass sein Abstand vom Coordinatenursprung der Quadrat- 
wurzel aus dem quadratischen Moment bezüglich einer zur 
Richtung dieses Abatands senkrechten Ebene umgekehrt pro- 
portional ist. 

*) Dies Uaat sich auch diiect beweiseii. 8. die Abhandlung von 
Binet in dem Bulletiu des sciences, pnbliä par la Boci^t^ philomathique, 
dricembre 1611. Tergl. ferner Kote de M. Bertraud am Ende dea 
2. BaadeB der Häcaniqoe aoolytique von Lagrange, 3'™ 6d. (1863). 
Bote V. 



Jxzdm 
Jyzdm 
Jz*dm 



Jxydm 
, Jy*dm 
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Die Coordinaten eines solchen Punktes erfüllen die Glei- 
chung zweiten Grades 

J'CS, 1,0-1, 

die ein Ellipsoid darstellt, dessen Centrum im Coordinaten- 
urspning liegt, weil die linke Seite das Zeichen + für alle 
Werthe von |, rj, g beibehält. Setzt man zur Abkürzung 
fx^dm = a, Jy*dm = b, Jz*dm s= c, 
Jyedm =• e, fexdtn <^f, Jxydm^g, 
so nimmt die Gleichung jenes Ellipsoides die Form an: 

«I* + bn' + ct^ + 2e'j£ + 2/-g| + ^gln - 1. (16) 
Die Vertheilung seiner RadieoTectoren OM um den Punkt 
bestimmt das Gesetz der Vertheilung der quadratischen Mo- 
mente fq^dm bezflglicb der verschiedenen durch gehenden 



In Folge der Bedingung p = . entspricht die grosse 

Haibase des Ellipsoids dem kleinsten Werthe des Moments 
/q'dm und die kleine Halbaxe dem gröasten Werthe des 
Moments. 

Jedem zwischen diesen Grenzen liegenden Werthe Q = 
fq^dm entspricht eine unendliche Menge von Axen, welche 
die Richtungen derjenigen Radienvectoren sind, die nach den 
Schnittpunkten des Ellipsoids (16) mit der Kugel 

!■ + ?■ + ?- g (17) 

gehen. Entspricht Q einer der Axen des Ellipsoids, so be- 
rührt die Kugel (17) das EUipsoid (16). Damit die Ki^el 
das EUipsoid berQhre, sind aber folgende Bedingungen er- 
forderlich: 

Dieses Verhältniss lässt sich auch schreiben: 

folglich hat man 

1 SF „f. 1 8F rt 1 BF „. 
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('-Qn + sv + n-o, 

9t + {b- Q)v + «S - 0, (18) 

/■| + eiI + (e-«)t-0. 
Zam gleichzeitigen Bestehen dieser (rleichungen ist die Be- 
dingung erforderlich; 

— Q, g, f 

g, b-Q, e -0. (19) 

f, «, c-q 

Diese Grleichung, die ftlr Q vom dritten Grade ist, hat bekanntlich 
drei reelle Warze In, welche eben die den Äxen des ElIip8oids(16) 
entsprechenden quadratischen Momente sind. Bezeichnet man 
also diese Wurzeln mit Q,, Q^, Q^, so sind 
_l_ 1 1 

VQ^' VÖ,' VQ, 
die Halbaxen des Ellipsoids. Subatituitt man in Gleichung (18) 
die Wurzel Qt für Q, so erhält man die Gleichungen der- 
jenigen Geraden, auf der die Haibase —z= liegt, 

W. Thomson*) nennt das das Vertheilungs- Gesetz der 
quadratischen Momente bestimmende Ellipsoid (16) eüipsoid 
of eotistniction. Wir wollen es GrundeUipsoid nennen. 

Wählt man als Coordinatenaxen Ox, Oy, Os die Rich- 
tungen der Axen des Grundellipsoids, so wird in Gleichung (IG) 
e = 0, /"= 0,^ = 0, d.h. 

Jyzdm = a, ßxdm = 0, Jxydm^Q. (20) 

Man schliesst hieraus, dass es für jede Masse m in jedem Punkte 
des Baumes drei zu einander senkrechte Äxea giebt, die, wenn 
man sie als Axen eines gradlinigen rechttoirikligen Coordinaten- 
systems wählt, die Bedingung erfüllen, dass jedes Integral des 
Products des Massenelements in zwei ungleichnamige Coordinalen 
gleich Ntdl ist. Diese Äxen bat Euler Hauptaxen genannt; 
man nennt sie auch TrÖgheitsaxen. Die quadratischen Momente 
a, h, c (12) bezüglich derjenigen Ebenen, die je zwei Haupt- 

*) In geinei AbbandlDHg „On the principal axea of a solid body" in 
dem Cambridge and Dublin Math. Jonm., ed. by W. Thomson. Vol. I 

(1846), p. 202, Anm. 
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axen enthalten, heissen Haupttnomente. Aus ihnen lassen sich 

die Trägheitsmomente bezüglich der Haaptaxen bilden, nämlich 

A =f(if» + ^)dm = b + c, 

B =J{i? -f- 3^)dm = c-\-a, (21) 

C =f(x' + y')dm -=0 + 6; 

man nennt sie Hauptträgheitsmomente. 

Die Hauptaxen nnd Hauptmomente für den Mittelpunkt 
der Masse m werden wir Hauplcentralaxen und Hauptcentral- 
momente nennen. 

Damit die Goordinatenaxe Oe in die Richtung einer der 
Axen des GrundeUipsoids falle, ist genügend, dass in Glei< 
chung (16) nur e =>() und f= sei, d. h. dass 

Jyzdm — = und Jexdm = 0. 
Also geufigen zwei der Bedingungen (20), damit eine der 
Coordinatenazen eine Hauptaxe der Masse sei. 

Für einen gegebenen Fnnkt existirt nur ein einziges 
bestimmtes Hauptaxen System, wenn das Gmndellipsoid drei 
ungleiche Haibasen hat, d. h. wenn die pleichung (19) keine 
gleichen Wurzeln hat. In speciellen Fällen kann aber das 
Grtmdellipsoid eine Rotationsfiäche and eine Kugel werden: 
dann giebt es im Punkte unendlich viele Hauptaxen. Im 
ersteren Falle sind die Rotationsaxe und jede auf ihr senk- 
rechte durch den Punkt gehende Ase Hauptaxen; zugleich 
sind alle quadratischen Momente bezüglich der durch die Ro- 
tationsaxe gehenden Ebenen einander gleich. Im zweiten Falle 
ist jede durch das Centrum der Kugel gehende Gerade eine 
Hauptaxe , und die quadratischen Momente bezüglich aller 
durch jenen Punkt gehenden Ebenen sind einander gleich. 

Sind die rechtwinkligen Goordinatenaxen ein System von 
Hauptaxen, so nimmt die Formel (9) und die Gleichui^ des 
Grandellipsoids die Gestalt an: 

/jVm = aa* + hß^ + cy*, 

«r +&!)' + C£' = l- 

35. Bezeichnet man den Ausdruck (11) mit tp{a, ß, y) 
und substituirt för «, ß, y die Coordinaten |, jj, g eines be- 
liebigen Punktes M, so hat man: 
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Dieä zeigt, dass, wenn alle Elemeute dm positiv siad, die 
Function ^(5, i), §) das Zeichen + für jedes System der Grössen 
I, 1], t beibehält. Ist nun die L^e des Punktes M speciell 
durch die Gleichung 

Q^fp^dm = 1 

bedingt, d. h. ist 0M= - -, — -.. . eine Grösse, die der Quadrat- 
yfp* dm 

Wurzel aus dem Trägheitsmoment bezüglich der Axe OM um- 
gekehrt proportional ist, so müssen die Coordinaten 6, rj, £ 
der Gleichung zweiten Grades ip{^, ij, £) = 1, d. h. 

Ak' + Bn' +C^- 2ci)g - 2AI - 2gi7, = l (23) 
genügen, welches die Gleichung eines GIlipsoids ist, dessen 
Centrnm in liegt. Die Qruppirui^ der Radien vectoren 
dieses Ellipsoids um den Punkt herum bestimmt das Verthei- 
lungsgesetz der Trägheitsmomente bezüglich der durch den 
Punkt gehenden Äsen. Poinsot nennt das EUipsoid (23) 
das CenträlelUpsoid; auch nennt man es TrägheilseUipsoid. Wir 
wählen diese letztere Benennung und werden dasjenige EUipsoid, 
dessen Centrum der Mittelpunkt der Masse m ist, das centrale 
TrägkeiiseUipsoid nennen. 

Wählt man die Richtungen der Axen des Trägheitsellipsoids 
als Goordinatenaxen Ox, Oy, Oz, so fallen in Gleichung (23) 
die Glieder mit tj^, g|, ^tj weg, d. h. es ist dann: 6=^0, 
/■= 0, 3 >= 0. Hieraus folgt, dass die Axen des Trägheits- 
dlipsoids ^mso me die Axen des Grunddlipsoids die Hauptaxen 
der Masse m für den Punkt sind. Für diese Axen geht die 
Gleichung (23) und die Formel (11) über in: 

Ai' + Bri' + Ci' = l, (24) 

Jp'dm =- Aa^ +.0/3^ + C^. (25) 

Die grösste Halbaxe des Trägheitsellipsoids entspricht dem 
kleinsten Tr^heitsmoment, die kleinste Axe dem grössten Tnlg- 
heitsmoment. 

Das Trägheitsellipsoid geht zugleich mit dem Grundellipsoid 
in eine Rotationsfläche oder in eine Kugel über; denn wenn 
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zwei der drei Grossen a, h, c einander gleich sind, so giebt 
ea auch unter den drei Grössen 

A = b + c, B = c-\-a, C=a-\-b 
zwei gleiche, und wenn a^h ^ c, so folgt auch A = B = C. 
Im letzteren Falle sind die TrägheitBiuoinente bezüglich aller 
durch den Punkt gehenden Geraden einander gleich. 

36. Sind die Hauptcentralaxen und die' quadratischen 
Hauptcentralmomente et, h, c bekannt, so kann man mit Hilfe 
der Formeln (4), (7), (22) und (25) die Grösse des quadra- 
tischen Moments bezüglich jeder gegebenen Ebene und die 
Grösse des Trägheitsmoments bezüglich jeder gegebenen Ge- 
raden finden; auch lassen sich dann die Hauptaxen für jeden 
gegebenen Funkt bestimmen. 

Gesetzt, der Ursprung der Coordinateu x, y, e sei der 
Mittelpunkt der Masse m, die Coordinatenaxen seien die Haupt- 
centralaxen der Masse m, 0'{x, y, z) sei ein beliebig gewählter 
Punkt, O'l eine beliebige, durch 0' gelegte Gerade, «, ß, y die 
Cosinus der Winkel, welche diese Gerade mit den Coordinaten- 
axen bildet, P die zu O'l senkrechte, durch 0' gehende Ebene, 
8 der Abstand des Punktes Ton der Ebene P und /gj(i»i 
das quadratische Moment bezüglich dieser Ebene. 

Nach Formel (7) ist: 

fq\dm ^Jq^dm -f- d'm; 
Formel (22) giebt fq^dm = aa^ -f bß^ + cy*, während aus 
der Gleichung der Ebene P folgt S -^ ax -{- ßy -\- yz; folg- 
lich wird: 

Jq\dm =. OK* -I- hß^ + c/ + {«X + /5j/ +■ yefm. (26) 
Bezeichnet femer /pjdwi das Trt^heitsmoment bezüglich der 
Axe O'l, so findet man aus den Formeln (4) und (25): 
Jp\dm=Ac,^-\-Bß'+CY'+[{x^-\-y'+^-i^-\-ßy-\-Yzf}m.{2r) 
Die Gleichung (26). liefert die Gleichung des Grundellipsoids 
fSr den Punkt 0', namhch: 

o|' + 6,' + 4' + «.W + 9, + <S)'-l, (28) 
worin |, tj, % die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 
Fläche in Bezug auf Axen sind, deren Ursprung in 0' und 
die den Hauptcentralaxen Ox, Oy, Oz parallel sind. 
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Nach § 34 kann man nun die Gleichungen einer der 
Hanptaxen filr den Punkt 0' finden. Bedeutet Q die Grosse 
des quadratischen Moments fq\dm und setzt man zur Ab- 
kürzung 

s = a:| + 1/1? + «e, 
80 findet man für eine der Hauptaxen des Punktes 0' die 
Gleichungen : 

(a - p)5 + msx = 0, 

ib-Q)n-\-»isy = 0, ' (29) 

(c - Q)t + mse — 0. 
Eliminirt man aus denselben |, ij, t, so erhält man die Be- 
dingung für das gleichzeitige Bestehen dieser Gleichungen in 
der Form: 

(Q-d)(Q-b){Q-c)- 
-ma^(_Q-hXQ-c)-my%Q-c)(Q-a)-m0'{Q-a){Q-b)=G.im) 
Diese Gleichung lässt sich leicht auf die Gleichung (3) S. 123 
der Kinematik reduciren, deren Wurzeln die elliptischen Co- 
ordinaten des Punktes 0'(x,y,g) sind. Um dies zu zeigen, 
wählen wir eine Grösse K, die grösser als die Momente a, b, c, 
sonst aber beliebig sein soll, und setzen 

K—a K — b _ K - e ^ ,„.. 

2^=A. (32) 

Fflhren wir nun in die Gleichungen (30) und (29) statt a, b, c, Q 
ihre aus (31) und (32) bestimmten Werthe ein, so nimmt (30) 
die Gestalt an 

(i+«0(»+o,)a+«,)- 

-x-(i+a,)(i+a,)~sXi+a,)(l+a,)-^(X+a,)H+a,)-0,(33) 
während die Gleichungen (29) übei^ehen in: 

(fl, + A)| — sx = 0, 

(a, + A)i) -sy = 0, (34) 

(og + A)^ — s« = 0. 

Ist a<.b<.c, so hat man &,> a^> a^, und die Wurzeln der 

Gleichung (33), die wir mit A„ l^, A3 bezeichnen, liegen zwischen 

den auf S. 123 der Kinematik gegebenen Grenzen, nämlich: 

+ 00 > Aj > — «3 > /j > - «a > Aj > - «(. (35) 



izecy Google 



— 84 — 

Die Grössen i.,, Xj, X, sind die elliptischen Coordinaten des 
Punktes 0'; die erste derselben bestimmt ein Ellipsoid (^), 
die zweite ein einmant«liges Hyperboloid (A^) nnd die dritte 
ein zweimant«lige8 Hyperboloid (Aj); alle drei Flächen sind 
confocal mit dem auf den Hauptcentralaxen Ox, Oy, Oe con- 
struirten Ellipsoid 

^ + — + —=1, (36) 

für dessen Hauptschuitte die Quadrate der Excentricitäten sind: 
_ _ ft — " _ ^ c-a _ __ c — 6 

Setzt man K= a -\- b -^ c, so erhält man aus den For- 
meln (31): 

ABC 

folglich sind i/o, , "j/^, y% die Tragheiteradien bezQglich der 
Axen Ox, Oy, Oz. 

Wir Bchliessen hieraus, äass die ^iptischen Coordinatenr 
flächen (Aj), (Aj), (Aj) cow/bm! sind mit demjenigen Eüipsoid, 
das m Hcdbaccen die auf den Hauptcentralaxen aufgetragenen 
Tragh&tsradien heaüglich dieser Aaren hat. 

Die Gleichungen (34), welche eine der Hauptaxeu des 
Punktes 0' darstellen, lassen sich auch in der folgenden Form 
schreiben: 

^■n-t = V,~+^i ■ ^-M( ■ »» + 1, ' 

hierbei sind die rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Grössen 
proportional den Cosinus der Winkel, die der DifTerentialpara- 
meter h der Coordinate ki mit den Axen Ox, Oy, On bildet; 
es ist also: 

I : jj : g = coß {hix) : cos (hiy) : cos (kis). 
Dies zeigt, dass die Hauptaxen für den Pmkt 0' die ÜicÄ- 
tungen der Differentialparameter der elliptischen Coordinaten jenes 
Punktes haben, d. h. die Richtungen der Normalen der drei ortho- 
gonalen Flächen (Aj, (Aj), (A,). 

Mit Hilfe der elliptischen Coordinaten A,, A^, A, lassen 
sich die quadratischen Momente filr den Punkt 0' leicht be- 
stimmen. Bezeichnet man mit a', h', c die Momente, welche 
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den ZQ A,, h^, Aj senkrechten Ebenen entsprechen, so hat 
man, da nach Formel (31) und (32) 

iet, wenn man l — l,, A^, A, and Q = a', b', e setzt: 
a — a^(a^+Xi)m., a' — 6"=>(o2+A,)»t, «'— C'=»((i3+A,)m, 
6' — a=(«,+Aj)m, ä'— 6=(aB+A,)»M, fc'— c=(ö3+Aj)»i, (37) 
c' — a = (a,+A3)m, c' — 6^(0g+^s)»*i C — ^^(ßs+Aj)»«. 
Man sieht hieraus, daas die Differenzen nwisch^i den quadra- 
tischen Sat^tmomenten des Punktes 0' und dem centralen qua- 
draUsehen Momente gleich sind der Masse, muüiplicirt mit den 
Quadraten derjenigen Halbaicen der confocalen Flächen (AJ, (Ag), 
(A3), welche die Achtung der centralen Hauptaxe haben, die diesem 
central^i Monmite entspricht. 

Ist r der Abstand 00', so bat man nach Formel (14) 
S. 131 der Kinematik: 

r» = o, + o, + ft, + A, + A, + A„ 
d.h. 

r» = ^ (o' + 6' + c' - o — & - c). (38) 

Bezeichnet man mit Ä', B', C die Hauptträgheitsmomente für 
den Punkt 0' bezüglich der Äsen \, A,, k^, so erhält man 
mit Zuziehung der Formeln (37) und (38): 
^' = (rS_A,)m, B' = {r^ - X^)tn, C = (r^ - Aj,)»t. (39) 

Die hier vorgetragene Methode der Ableitung der Haupt- 
axen and Hauptmomente in einem gegebenen Punkte aus den 
Hauptcentralaxen und Hauptmomenten rührt von Binet her.*) 

37. Betrachten wir nun die specieHen Fälle, in denen es 
unter deb Hauptcentralmomenten a, b, c gleiche giebt. Ge- 
setzt es Bei t = c und a < 6; dann ist o, ^ Og und Aj = ^ a^; 
daher sind bei dem einmanteligen Hyperboloid (A,) die beiden 
in der Coordinatenebene yOs liegenden Halbaxen gleich Null, 



•) 8. die S. 73, Anm., citirte Abbandlniig. Die Bemerkung, dass 
die Halbazen Yä^, Vä^, Y^ ^'^ TrSgheitsradien beEÜglich der Haapt- 
centralaxen Bind, wenn man für K den Werth K e— a -\- h -\- c wählt, 
igt von Townaend gemacht worden; h. desaen Abhandlung „On prin- 
cipal azes of b hod;, their monentB of inertia and dirtributiDn in space" 
in dem Cambridge and Dublin Math. Joum., Vol. 1 (1846). 
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so dass dasselbe in zwei durch die Axe Ox gehende Ebenen 
degenerirt. Zu gleicher Zeit gehen das Ellipsoid (A,) und das 
zweimantelige Hyperboloid (Aj) in Rotationsflächen mit Ox als 
Rotationsase über. Ist dagegen a ~=^h and c > a, so wird 
o, ■= Og ; in diesem Falle ist A, = — o, ond die beiden in der 
Ebene xOy liegenden Äxen des zweimanteligen Hyperboloids 
(A3) sind gleich Null. Dadurch degenerirt dasselbe in zwei 
durch die Äse Oe gehende Ebenen, während das EUipsotd (A,) 
und das Hyperboloid (Aä) Rotationsflächen um jene Axe werden. 
Endlich im Falle (i = i = chat man «i^t^=as, Aj^Ag^ — a^. 
Das Ellipsoid (Aj) geht in eine Kugel vom Radius r über. 
Wenn man auf diesen Fall von dem Falle a^ = a^ kommt, 
indem man noch «,=05 setzt, so verwandelt sich dabei das 
Hyperboloid (A^) in zwei durch die Axe Ox gehende Ebenen 
und das Hyperboloid (A,) in einen Rotationskegel um dieselbe' 
Axe. Geht man aber von dem Falle a, = Oj darauf über, 
indem mau weiter «x^ = o, setzt, so wird (A,) zu einem Rota- 
tionskegel um Oz und (Aj) degenerirt in zwei durch eben diese 
Axe gebende Ebenen. Im letzten Falle, bei a, ■= Oj = Oj, ist 
eine der Hauptaxen im Punkte 0' die Verbindungslinie dieses 
Punktes mit dem Massenmittelpunkte 0, die beiden andern 
aber sind beliebig in der darauf senkrechten Ebene wählbar; 
denn b' ^ c ^ a (s. Formel 37). Ueberdies ist a' ^ f^m + a, 
woraus hervoi^ht, dass das Moment a dem Geutralmomente 
a nur in dem Falle r ^ gleich sein kann. 

Sind also alle drei quadratischen Hattplcentralmomente einander 
gleich, so sind in jedem nicht im Massertmittelpu/nkte gelegenen 
Funkfe ewei quadratiscke Battpfynomente gleich dem Central- 
momente, das dritte aber ist grösser. Die Hauptträgheitsmomente 
im Punkte 0' haben im vorliegenden Falle die Werthe: 

Ä' =. 2a, B' = 2a + r»m, C ^2a^- r^m. 
Zwei von diesen Momenten sind also einander gleich, das 
dritte ist kleiner. Es ist aus diesen Ausdrücken der Haupt- 
momente ersichtlich, dass es ausser dem Massenmittelpunkte 
keinen weiteren Punkt giebt, fär den alle drei Hauptmomente 
gleich wären. 

38. Setzen wir nun voraus, dass die Centralmomente 
a, b, c nicht alle einer und derselben Grösse gleich sind, und 
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antefsuchen wir, ob es nicht eineii Paukt 0' giebt, für den 
zwei der Momente a', b', c einander gleich wären. 

Um der Bedingung V = c zu genügen, ist erforderlich, 
dass Aj =■ Ag wird (wie aus den Gleichungen (37) ersichtlich); 
folglich muss die Gleichung (33) in diesem Falle zwei gleiche 
Wurzeln haben. Die Grenzen der Wurzeln dieser Gleichung 
zeigen, dasa man Aj ^ Ag ^ — a^ zu setzen hat. Substituirt 
man — öj für A in Gleichung (33), so findet sich y ^ Oj 
setzt man nun in derselben Gleichung y = und dividirfc 
durch A -^ Og, so muss man eine Gleichung erhalten, die noch 
eine Wurzel — a, hat; daher ist 

(a, — Og) (flj, — Os) — x\a^ — 'h) — ^^(fh — «ä) = <*, 
oder 

Ol— «a «a — Oä"' ^ ^ 

miÜiin liegt der Punkt 0' in der Ebene sOx auf einer Hy- 
perbel, deren Halbaxen die Excentricitäten der Schnittcurve 
jener Ebene mit dem EUipsoid (36) sind. Man nennt eine 
solche Hyperbel FocaUiyperbel. 

Um der Bedingung d^b' zu genügen, hat man X^==X^= — a^ 
zu setzen; dadurch wird s = und 

—^ \ ^ 1: (41) 

also liegt 0' in der Ebene xOy auf einer Ellipse, deren Halb- 
axen die Excentricitäten der Schnittcurve des Ellipsoids (36) 
mit der Ebene xOy sind. Man nennt diese Curve Focaleüipse. 

Die Axe Ox schneidet die Hyperbel (40) im Punkte ^ ^ 0, 
a; = + l/a, — a», und die Ellipse (41) im Punkte y=0, 
^ ^ i y»! — %■ Da Oj nicht gleich öj ist, so haben die 
beiden Curven keine gemeinschaftlichen Punkte, d. h. wenn die 
drei Hauptcmtralmom^ite a, b, c «erscÄtedew sind, so gidtt es 
keine ^nkte mit drei gleichen Sav^fmommten. 

39. Gesetzt, es sei b = c, d. h. o, == Oj; ontersuchen 
wir nun, wie in diesem Falle der Bedingung h' = c genügt 
werden kann. Es erfordert dies, dass h^^ i.^^ — «a^ — «s 
sei; dazu ist aber nothwendig (s. Gleichung (33)), dass ^ = 0, 
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z = und iT* ^ Aj -{- fl, wird; mithia liegen in diesem 'Falle 
alle Punkte, die zwei gleiche Momente b' und c' haben, auf 
der Äse Ox, und jeder Punkt dieser Äxe hat jene Eigenschaft. 
Unter denselben giebt es zwei Punkte, für die alle drei Mo- 
mente a', b', c' einander gleich sind. 

Um nämlich der Bedingung a' ^=b' =• e' zu genügen, 
hat man zu setzen Aj = Aj = ig-" — Oj, d. h. 2ÜBO'.a?^a^ — Og; 
hieraus folgt: 

^-+y^^^^,-+y^-+y?^. (42) 

Da aber 6 > «, A> B ist, so ist dieser Werth von x reell; 
er bestimmt den Abstand derjenigen beiden Punkte vom 
- Massenmittelpunkte, welche die Eigenschaft haben, dass för 
sie die drei Hanptmomente einander gleich sind. 

Geht man davon aus, b =^ c zu setzen und sucht die 
Punkte, für welche a' = b' wird, so hat man A^ = Ag ^ — o, 
zu setzen; dies liefert aber y = 0, s = 0, Oj -|- A3 = a:*, was 
auf den vorigen Schluss zuröckfahrt. 

Setzen wir endlich a^b, d. h. o, = Oj und suchen wir 
einen Punkt zu bestimmen, fQr den b' ^ c' ist. Um dieser 
Bedingung zu genügen, hat man Aj ^ A, ^ — a, zu setzen; 
hiermit giebt die Gleichung (33) x = 0, y ^ 0, a^ -^ X^ ^ :^] 
folglich liegen die Punkte, für welche die zwei Hauptmomente 
b' und c' gleich sind, auf der Äse Oe, und jeder Punkt dieser 
Axe hat jene Eigenschaft. Zu demselben Resultat gelangt 
man, wenn man a' ^ b' setzt. Wenn im Falle a ^b alle 
drei Momente a, V, c einander gleich sein sollen, so muss 
man A, = Aj ^ Ag ^ — «i setzen; dann wird jJ* ^ Oj — a^ 
und z = Ya^ — a^ . Da nun Oj > Og ist, so ist dieser Ausdruck 
imaginär. In diesem Falle giebt es also keine Punkte mit 
drei gleichen Hauptmomenten. 

Pafikte mit drei gleichen Hauptmomenten existiren also tuo' m 
dem Falle, wenn zwei quadratische Hatvptcmtralmomente gleti^ und 
das dritte kleiner als die andern ist, oder wenn zwei Hauptträg- 
heitsmomente gleich, und das dritte grosse ist als jene. Solcher 
Funkle gUht es zwei: sie liegen auf der dem grösseren centralen 
Trägheitsmomente entsprechenden Axe, in gleichen Abständen vom 
MassenmiMelpunkt, und dieser Ahstand ist gleich der QuatA-at- 
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mirzel cms der IHffefene der Quadrate des grösseren und des 
Ueineren Trägheiisradius (s. Formel (42)). 

40. Behandeln wir nun die Aufgabe: einen Funkt x, y, z 
zu finden, fSr den die drei quodratiBclien Hauptmomente ge- 
gebene Werthe a', V, c haben; dabei seien die quadratischen 
Hauptcentralmomente a, b, e als bekannt vorausgesetzt. 

Nach den in der Kinematik S. 130 entwickelten Formeln 
zur Darstellung der geradlinigen Coordinaten als Functionen 
der elliptischen findet man mit Beachtui^ der Gleichungen (37) 
die geradlinigen Coordioatea des gesuchten Punktes bezüglich 
der Hauptcentralaxen in der Form: 
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Mit Berücksichtigimg der Vorzeichen erhält man hiernach 
8 Punkte, die bezüglich der Coordinatenebenen symmetrisch 
gelegen sind. Mit Hilfe der Formeln (34) ergeben sich dann 
die Gleichungen der Hauptaxen im Punkte {x, y, s). 

41. Aus den Formeln (37) sieht man, dass alle Punkte, 
für die eines der quadratischen Hauptmomente a', V, c einen 
gegebenen Werth hat, auf der Fläche zweiter Ordnung (Aj) 
liegen: 

-J^— + -J— + _i!_ = 1- 

<h+h^ -H + h^ 'h-\-h ' 

somit Hegen die Punkte, für welche die beiden Momente a' 
und h' gegebene Werthe besitzen, auf der Schnittcurve der 
Flächen (Aj und (A,). 

Alle Punkte, ftir die eins der Hanptträgheitsmomente A', 
B', C einen gegebeneu Werth hat, liegen auf einer Fläche 
4*" Ordnung, die man die Fresnel'sche WeUenfläehe nennt 

Bezeichnet man nämlich mit h einen der Trägheitsradien 1/- — , 
1/—, y— und mit X den entsprechenden Werth H^, Aj, Aj, 
so bat man nach den Formeln (39) A=r* — k*=a^-\-y^-\-e' — Ä*; 
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wenn maji diesen Werth von A in die "Gleichung (33) substi- 
tuirt, Bo erhält man die Gleichung der gesuchten Fläche: 

(«' + / + .') [«■(»' - »,) + »■(»■ - «,) + ^(*> - «,)] 

— »■(*' — ai) (2*' — o, — Oj) 

— f(h' - a,) (2h' - », - a,) 

— s' (Ä* — Oj) (2Ä'' — O^ — flj) 
+ (*'-<.,)(i,-«,)(V^«,)-0; 

hierin ist h^ als constant zn betrachten. Die Gleichung lässt 
sich such in folgender Form schreiben: 

?' 1 t L ^' ^1 

42. Es glebt Fälle, in denen man die Richtungen der 
Hauptaxen finden ktflm, ohne die Gleichung des Gründellipsoids 
aufzustellen; man hat dann die folgenden Bemerkungen zu 
beachten. 

Gesetzt, die Elemente dm der gegebenen Masse m seien 
alle symmetrisch bezüglich einer Ebene F, gelegen, d. h. alle 
Elemente haben paarweise gleiche Massen und jedes Paar 
solcher Massen liege auf einem Perpendikel zur Ebene P, in 
gleichem Abstände von dieser letzteren. In diesem Falle ist 
das in einem beliebigen Punkte der Ebene F auf dieser 
errichtete Perpendikel eine der Hauptaxen des Punktes 0. Um 
dies zu beweisen, wählen wir als Ursprung der geradlinigen 
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z und die Äxe Oz senkrecht 
zur Ebene P. Dann entspricht einem Elemente dm, dessen 
Coordinaten x, y, e sind, ein anderes Element von gleicher 
Masse, dessen Coordinaten x, y, — s sind. Daher sind in 
jedem der Integrale fyzdm und fzxdm die Elemente paar- 
weise gleich und von entgegengesetztem Zeichen; folglich ist: 

fysdtn = und faxdm = 0; 
dies ist aber die Bedingung dafSr, dass die Axe Oz eine Haupt- 
axe für den Punkt ist (s. § 34). 

. Ist P' eine zu P senkrechte Ebene, welche die Masse m 
gleichfalls symmetrisch theilt, so sind die in einem beliebigen 
Punkte ihres Durchschnitts auf den Ebenen errichteten Per- 
pendikel zwei Hauptaxen für den Punkt und die Schnitt- 
linie selbst ist die dritte Hauptaxe. Hieraus folgt zugleich. 
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dass drei auf einander senkrechte Symmetrieebenen sich in 
Geraden schneiden, die die Hauptaxen ftlr ihren Schnittpunkt 
Bind; überdies sind sie die Hanptcentralasen, denn ihr Schnitt- 
punkt ist der Massenmittelpunkt. 

Wir wollen nnn diese Methode, die Hauptoxen zu finden, dnrch 
Beispiele erläutern und zugleich einige Beispiele für die Berechnung der 
Hanptmomente geben. 

1) Hav/ptaxen und Hau^tmomertte eines ftomogeneft rechtwinkligen 
Paraitetepipedom. 

Die drei Ebenen, die dnrch die Mitten dreier zuianinienBtoaaender 
Kanten gehen nnd auf den Kanten senkrecht etehen, sind Sjntmetrieebenen 
f&r die Massenelemente des Parallelepipedons, Daher ist ihr Schnitt- 
punkt der Massenmittelpunkt, und ihre Schnittlinien sind die Haupt- 
centralaien. 

Wählen wir diese Geraden zu Coordinatenoien Ox, Oy, Üz und 
bezeichnen wir die Lauge der Kanten des FarallelepipedouB mit p, q, r 
und die Dichtigkeit seiner Masse mit g; dann findet man fQr die qua- 
dratiachen Hauptcentralmomente die Ausdrücke; 

a ^-fx^dm = ejx'dxdydz = ^p'qrg =■ -^mp', 

hierana erhAlt man die Hauptcentralträgheitsmomente: 

Daa Trägheitsmoment M bezüglich einer Aie, die durch den Massen- 
• mittelpnnkt geht und mit den Kanten die Winkel 1, fi, v einsohliesst, 
ist durch die Formel ausgedrSckt: 

-M - S KS" + '•) ""' ' + (■■■+ P") <»•■ f + (P" + «■) «OS- .] 

_ ^ (P- «.' I + ,■ ,i„- f+T' .!»• ,). 

Daa Moment in Bezug auf eine der votigen parallele Äxe im Abstand ä 
von jener ist M -\- S'm. 

FCir die Trägheitsmomente in Bezng auf die Kanten des Parallel- 
epipedons hat man: 

f (2" + *■■), f ('■' + ?'), f{i>' + 9'). 
FBr parallele Kanten sind die Momente gleich, weil solche Kanten 
gleichen Äbetand von dem Maasenmittelpnnkt haben. 

2) Hauptaxen und Saupfmomente einte homogenen Eüipsoids. 
El sei 

die auf die Axen bezogene Gleichung des Ellipsoids. 
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Da die HtiuptdiametrtilebeDea dieser Fläche Sjmmetrieebeneii der 
Masse m des EllipBoids und, bo sind ihre Schnittlinien, d. b. die Axeii 
der Fläche, die Hauptcentralaien der Masse dos Ellipsoids. 

Ist p die Dichtigkeit des ElUpaoids, so wird: 



-'ß 



'dxdydz = — «pp'gr — - 



15 
Hierauf erhält man die Hauptcentralti^heitstnomente : 

^ - f (s' + >■'), ii-f fr' + p"), 0-f (p' + s"), 

Bowie die allgemeioe Formel 

JK _ 5 (p. ,in' 1 + s' ra.> + r- .m> .) 

fQi das TrS^heitamomeiit bezSglich einer Axe, die durch dos Ceutrum 
des Ellipsoids geht und mit den Axen desselben die Winkel 1, fi, v 
bildet. 

Ist das BHipsoid eine Rotationsfläche um die Äxe Ox, so ist g; = r, 
also wird: 

Ist r > ji, d. b. ist das Ellipsoid nach der Rotationsaxe abgeplattet, 
80 ist j1 > B. In diesem Falle giebt es (a. g 39) auf der Ase Ox zwei 
Punkte mit drei gleichen Hauptmomenten. Diese Funkte liegen im 
Abstand 



vom Centrum des Elhpsoids. 

Ist das Ellipsoid eine Kugel, so wird p = g — r; folglich hat man 
in diesem Falle: M =~ A =~ It =■ C ■- Imr* — -^ngr^ 

Da das Moment der Differenz zweier Massen bezüglich einer ge- 
gebenen Axe gleich ist der Differenz der Momente der einzelnen Massen 
bezdglich dieser Axe, so ist das Moment einer homogenen Kugelschicbt, 
die YOn zwei concentrischen Kugeln von den Radien r und r' ein- 
geschlossen wird, gleich 

Für eine Schicht von nnendlich kleiner Dicke dr bat man r' •= r + dr 
zu setzen. Man erhält dann mit Vernachlässigung von nnendlich kleinen 
Grössen bSherei Ordnung: 

Mit Hilfe dieser Formel kann man das Differential des Trägheitsmoments 
einer nicht homogenen Kugelmaese vom Radios B erhalten, wenn die 
Dichtigkeit eine Function des Abstands des Punktes vom Kngelcen- 
tmm ist. 
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Bezeichaet man diesen Abstand mit r und setzt g ^ f(r), so hat 
man in Formel (a) das Differential dea TrS^lieitsmomeDta der Maaae in 
Bezug auf eine beliebige durch das Kugelceutrom gehende Gerade; das 
totale Tr^heitsmement ist daher: 

f»/>(r)r'dr. 

8) TrägheiUaxm m\d Trägheitsmomente einer homogewn Masse, die 
vwt einer SotatiottsfläiAe und von den JEbenen eteeier Parallelkreise be- 
grenzt ist. 

Jede durch die Rotationsaxe gehende Ebene ist eine Sj'mmetrieebene 
dieser Masse; daher ist die Rotationsaie eine der Hanptaien ffir jeden 
anf ihr liegenden Punkt. Die quadratischen Momente bezQglich zweier, 
durch diese Aze gehender Ebenen sind einander gleich; daher ist das 
Grandellipsoid für Jeden Punkt der Botatioiisaxe eine Rotationsfläche 
nm diese Ase; also ist jede in einem Punkt der Rotationsaie auf ihr 
errichtete Senkrechte eine Hauptaxe für diesen Punkt. 

Als Ursprung der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z wShlen wir 
einen beliebigen Ponkt anf der Botationsaie, als x-Axe die Rich- 
timg der Botationsaxe and die Azen Oy und Oz irgendwie senkrecht 
daranf. 

Man sieht leicht, dws man dann hat: 

Jy'dm =/^'dm =• 4/(y' + z^)dm, ßx' + s')dm =ßx' + y')dm, 

d.h. 

b=.c — iÄ, B — C — a-i- iÄ. 

Man braucht also zur Bestimmung der drei Hauptmomente A, B, C 
nnr die zwei Grossen A und a. 

Es sei r der Abstand des Elements dm von der Aie Ox, 9 der 
Winkel , den die lUchtnng von r mit der Ebene xOy bildet , ]^y' + z' =• /■(«) 
die Gleichung der Botationsfläche and q die Dichtigkeit der Masse m. 
Dann ist 

dm = ifrdrdipdx, y' -f- r* ^ r", 
A ^ aJT'drdipdx, a —Jx^dm ■— qfx'rdrdtpdx, m ^ ofrdrdipdx, 
wo die Integration nach 9 Ton bis 2n anszudehueu ist, die nach r 
von bis r = f(x) nnd endlich die nach x zwischen denjenigen Werthen 
dieser Coordinate, welche den die Masse m begrenzenden Parallelkreisen 
entsprechen. Bezeichnet man diese Werthe mit a nnd ß und setzt 
« <[ ß Torsns, so folgt: 

.i - ^3.p/|/Cfl;)]'da:, a^^^x'[f(x)ydx, m = ntßfix)ydx. (&) 

Speeielle Fäße. 1) Botationscylinder von der Höhe k und einer Basis 
vom Badius r. 

In diesem Falle ist f{r) eine constMit« GrSsse r. Wählt man den 
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Paukt im Hoasenmittetpunkte des Cjlinders, m ist a •= — \h, 

P =m -^- ^ h, und die Formelu (6) geben: 

folglich ist; 

S) Botatiomkegel von der Höhe h mtd eintr Basis com Baditts B. 
Verlegt man den Coordinatenursptung io die Spitze des Kegels, 

so ist f{x) ^ -r-x , nnd die Formeln (b) liefern; 

A = -^mR\ a = imh'; 
folglich wird 

B = c = iv^ii n' + h'). 

Für das TrUgheiismoment bezüglich einer Are, die durch den Massen- 
mittelpunkt geht und auf der Eegelaxe senkrecht steht, ergiebt sich 
der Werth 

^miiB' + h'). 
43. Eb giebt Fälle, in denen man unmittelbar ein System 
schiefwinkliger Äxen Ox, Oy, Oz finden kann, die, wenn man 
sie als geradlinige Coordinatenaxen der x, y, s wählt, die- 
selben Bedingungen erfüllen, wie die Hauptaxen der Masse, 
nämlich die Bedingungen: 

fyedm = 0, j'exdm = 0, fxydm = 0. (43) 

Binet hat in seiner Abhandlung „Sur la theorie des axea coq- 
jugu^s et des momena d'inertie des corps" gezeigt, dass solche 
Äxen ein System conjugirter Diameter eines Ellipsoids dar- 
stellen, dessen Gleichung bezüglich dieser Axe 

ist, mit 

a, ^ fj^dm, bi=Jy*dm, Ci= Je*dm, (45) 

und dass die Hauptdiameter dieses Eilipsoida die Hauptaxen 
der Masse m im Punkte sind.*) 

Das zu ffx, Oy, Oe complementäre Axensystem, welches 
von den Normalen OS, Orj, 0? der Ebenen yOs, gOx, xOy 

*) Den Beweis fär diesen Satz und seine Anwendung auf Beispiele 
findet man in einer Abhandlung, die der Yerfosser im Jahre 1857 der 
Kaiser], Akademie der Wisaenachaften zu Petersburg vorgelegt hat, s. 
Bulletin phys.-math^m., T. XII, Nr. 12 und 13. 
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gebildet wird, ist ein System conjugirter Diameter des Grund- 
ellipsoids (16). 

Wir werden zuerst diesen zweiten Satz beweisen und dann 
daraus den obigen Binet'schen Satz ableiten. 

Wir geben zu diesem Zweck von dem Ausdrucke des 
quadratischen Moments Q bezüglich einer beliebigen durch 
den Pankt gehenden Ebene F aus. Sind wieder a, ß, y 
die Cosinus der Wiakel, welche die Normale Ol der Ebene P 
mit den Coordinatenaxen bildet, und ist $ der Abstand eines 
Punktes m (x, y, e) von der Ebene -P, so hat man: 

q = aX'^ ßy-if yz. 
Daher findet man mit Berücksichtigung der Bedingungen (43) 

Q •=J^dm = a^Ja?dm -f- ß^Jy^dm + y^Jz^dm 
oder: 

Q = a,a^-\-\ß^-\-cy. (46) 

Trägt man auf Ol eiue Strecke OM^ o = —= auf und be- 

■ Vö 

zeichnet mit £, i], £ die Coordinaten des Punktes ^bezüglich 
der Axen 0|, Oij, OS, so ist 

a=Qi^cos{ix), ^ = eScos(ijj/), 7 = «^£cos (£^), 
wodurch die Gleichung (46) übergeht in 

o, cos>(|»;)£> + 6, cos'C,!,),« + c, cos^S«)? - 1 , 
oder 

ar-\-Vri'-\-c't' = l, (47) 

indem man 

a, C08*(|3;) = o', J, eos*(i)y) = J', Cj cos*(£vb) = c' 
setzt. Aus der Construetion des Radiusvectors o = — = folgt, 

dasB der geometrische Ort der Punkte M das Gruudellipsoid 
ist; folglich ist (47) die Gleichung desselben bezüglich der 
Axen OS, Otj, 0£. Diese Gleichung enthält die Producte 
vi, £S) ^V nicht; daher sind die Axen OJ, Or/, 0£ conjugirte 
Diameter des Grundellipsoids, was zu beweisen war. Da femer 

a:cos(|a:), ycos(^jj), ^ cos(£«) 
die vom Punkte m auf die Ebenen yOz, gOx, xOy gefällten 
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Perpendikel sind, ao sind die Coe^cienten der Gleichung (47), 
Dämlich 

a ""r** co8^(6a:)d»w, h' ^fy* cos'(i)y)dM(, c ==/V C03*(£i')(?m, 

die quadratischen Momente bezüglich dieser Ebenen. 

Bezeichnet man mit a,, a^, «, die Cosinus der Winkel 
yOe, sOx, xOy, mit J die Determinante 

1 "^3 ft} ■ 

«j 1 «j ^1 — ttj — aj — tt| -|* 2«, a^ttj und mit ^„ die 

«Cg a^ 1 
DeriTirte derselben nach dem Elemente der r*™ Reihe und 
s**" Colonne, so hat man nach den Formeln (7) und (8) des 
Capitels VIII der Kinematik (8. 149) 

cos {Ix) «y^^^ , cos (ijy) =|/J , cos (U) =|/^ ; 

daJier wird: 

( a,d ,1 b,J , e.J 

"-^•^ -47' '~ 'ii- 

Diese Formeln dienen zur Berechnung der Grössen ä, h', c, 
wenn die drei Integrale (45) gefunden sind. Nach den For- 
meln (9) und (10) des Capitels VIII der Kinematik (S. 150) 
findet man die Cosinus der Winkel i;Og, %0%, ^Oi], nämUch: 
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so berührt diese Kugel das Ellipsoid (47) in den Endpunkten 
einer seiner Äxen, und die Bedingui^ der Berührung liefert: 

hieraus erhält man die Gleichungen einer der Äxen des Ellip- 
soids, d. h. einer der Hauptaxen der Masse tn: 
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(49) 



Eliminirt moD hieraus 4, V> tt ^° erhält man zur Bestimmung 
von Q die Gleichung: 



1 - 



(50) 



Alle drei Wurzeln dieser Gleichung sind reell und positiv und 
geben die Werthe der quadratischen Hauptmomente für den 
Punkt 0, die wir in den vorigen Paragraphen mit a, h, c be- 
zeichnet hatten. 

Statt der Coordinaten g, i], g kann man in die Gleichungen 
(48) die Coordinaten x, y, e bezüglich der Axen Ox, Oy, Os 
einführen. Hierzu hat man nach den Formeln des Capitels 
Yni der Kinematik: 
|cOB(6a:) = a: + a3y-+ «,«, 1+ ro»») + cjgE = a:co8(|a;), 
ly cob(i)1/) ^a^x -\- f/-{- a^e, ca^^ -\- ij -\- öjE = y coa(i?j*) , 
t eoB{t^) ■= a^x + a,y -\- e , ta^^ -\' to^tj -\- g=«eoa(e£!). 
Die Gleichui^en (48) gehen dann in die folgenden Qber: 
a,(a:+g,y + a,a) ^ b,{a,x + y + a,t) _ c,{tc^ +a,y + e} ^ ^ .- . -, 
X y s V, \. ) 

oder: 

(«1 — Ö)^ + ^i^sV + öl «s« = 0, 

b.a^x + (fe. - Q)y + J,a,s = 0, (52) 

CiB^X -f Cjö,^ + (c, — Q)z = 0. 

Statt der Gleichung (50) kann man diejenige wählen, die 
' man durch Elimination von x, y, s aus den Gleichungen (52) 

erhält, nämlich: 



-«, 






(53) 



Samorf, »eotuiuk. 
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Die Wurzeln dieser Gleicilung sind die quadratischen Haupt- 
momente a, b, c. 

Auch findet man die Gleichungen (52) und (53), wenn 
man den Hauptdiameter dea Ellipsoids sucht, dessen Gleichung 
bezüglich der Äxen Ox, Oy, Oz ist: 

denn die Bedingung, dass dasselbe die Kugel 

ic* -f y* + 2* + 2«,^^ + 2ai,;;3; + 2a,xy = Q 
berühren soll, giebt die Gleichungen (51). 

Man hat also den Satz: Die Hauptaxen der Masse m im 
Funkte sind die Aren des Ellipsoids (54), in wdckem die 
schiefmnkiigen Axen Ox, Oy, Oz, die die Bedingungen (43) er- 
füllen, ein System conjugirier Diameter bildet, dessen Semidia- 
meter gleich Ya[, yb^, Yc^ sind. 
Dies ist der ßinet'sche Satz. 
Beüpiek. 1) Hauptceniralaxen eines homogenen gchieficinkligen Pa- 
ralUlepipedont. 

Ei seien p, 9, r drei znsammeDetosBeDde Kaoten des Parallel- 
epipedone, sein Mittelpunkt, Ox, Oy, Ot drei, den Kanten parallele 
Axen und x, y, e die Coordinateo des MagseDeleraenta Am. Offenbar 
gelten auch hier, wie im Falle dea rechtwinkligen Far^lelepipedona, 
die drei Gleichungen 

Jyedm =• , Jixdtn = , Jxydm = ; 
zugleich iat aber anch: 

daher sind die Axen Ox, Oy, Oz cODJngiite Diameter des EUipHoid» 

Die Perpendikel 0|, Ort, 0%, die man vom Ti%heitamittelpunkte auf 
die Seitenfiächen des Parallele pipedone föllen kann, sind conjagirte 
Diameter des OrnndellipHoida 

p' coB"(ia^)r + 9' coa'(ijy)q' + r> cos»(£«)£' -^j (6) 

die Hauptdiameter des EUipsoida (a) aind die BauplAentralazen der 
Masse m. 

Daa ElUpaoid (a) hat die bemerken awerthe Eigenacbart, data man 
ein Anderes ihm Ähnliches EUipaoid constrairen kann, das durch die 
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EckpUDkte des Parallel epipedone hindTirchgeM, d. h. das dieaem letzteren 
nmachrieben ist. 

Bie Qleicbang eines dem (a) älinlichen Ellipsoids iat nKmlich 



wo f eine irillkaTliche CoostaDte bedeutet. Bentimmt i 

dass dieser Gleichung die Coordiaaten eines der Eckpunkte des Paral- 

lelepipedons genügen, z. B. die Coordioatei 

man e' = ^; das Ellipsoid 



,n(p-, 1^ A, so 
\2 2^ 2/ 



r durch jenen einen Eckpunkt, Bondem aach durch 



geht aber nicht n 
die übrigen. 

2) Hat^teenlraiaxen eines homogenen Tetraeden. 

Es sei ABCD (Fig. 21) ein homogenes Tetraeder, O der Hittal- 

Ply_ g, punkt ieiner Hasae, der, wie wir in 

^ § 26 sahen, der Schnittpunkt der Ver- 

bindungBliniea EF, GH, IK der 

Mitten der gegenüberliegenden Kanten 

, dea Tetraeders ist. Wir wollen nnn 

beweisen, dass die längs diesen Gte- 

taden gerichteten Axen Ox, Oy, Oe 

die Bedingungen (43) erfüllen. 

Jede der Ebene yOz und den 
Kanten BC und AJi parallele Ebene 
giebt als Schnitt mit dem Tetraeder 
ein Parallelogramm LXNPj die 
Ebenen AFD und BCE, die aich in 
der Aie Ox schneiden, halbiren die 
gegenüberliegenden Seiten dieeea FarallelogrammB. Daher liegt der 
Mittelpunkt der Fläche LMNF auf der Äie Ox, so daea die beiden 
Ober die Fläche dieacB Parallel ogranima sich erstreckenden Integrale 
jjydydz und jjsidydi gleich Null sind, woraus folgt: 

JJJxydxdydz =- JxdxJJydydz =- 0, 
Jffxzdxdydz =ßd^Jßdydz = 0. 

Ebenao fiadet mau, dasa JjJyBdxdydB ^= ist. Bezeichnet man mit 
t die Dichtigkeit des Tetraeders und mit ^ die Deternunante des Aien- 

Systems, 80 ist 




D,9,t,zecVy(^ÖOg[e 



Jygdm = (fJ^jyzdxdyde = 
J'zxdm =- Qti'Jexdxdjfdz ■ 
pEydm = Q J^Jxydxdydx ■ 



£b Beien auu p und p' die Längen der gegenüberli^enden Kanten AB 
und BC, durch deren Uitten die Axe Oar geht, g und q die Längen 
der Kanten AC und BD, r und r die der Kauten D(7 und AB, a, ß, y 
die Längen der Strechen EF, HO und IK. Ea iet nun leicht lu 
zeigen, dass 

fl,. - J (9» + g'' + r' + r' - p' - j.'«) , 
P' = i (H + r' + p* + p'' - s' - 4') , 
7' = } (P" + P' + 3' + a'' — r' — *■'■)*, 






Mithin sind die Axen Ox, Oy, Oz conjugirte Diameter des Etlipsoids; 

£! + ?! + ?L = ™ /„) 

Die Axeu dieses Ellipsoids sind die Hauptcentrahuen des Tetraeders. 
Hhji kann sich leicht davon überzeugen, dass das dem (a) ähnliche 
GUipsoid 



durch die Mitten aller Kanten geht; daher sind die drei Strecken a, 
fi, y die Längen der conjugirten Diameter dieses Ellipsoids. 
Ein anderes ähnliches Ellipsoid 

«' + ß» + y' 4 
geht dnrch die Eckpunkte des Tebaeders, d. h. kann ihm umschrie- 
ben werden; denn die Coordinaten der Eckpunkte 



D.-(|.f.f).<f.-f.-D. 
-(-|.f-D 



geoilgen seiner Oleichnng. 

Man bestimme noch die Uauptcentralaxen nnd die Haaptcentral- 
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momente: a) für eia schiefes dreiBeitigea Prisma, b) für eine vielseitige 
Pyramide uod e) für eineo schiefen Kegel mit elliptischer Basis.*) 

ii. Bebrachten wir als specielten Fall die Beetimmimg 
der Hauptaxea und Hauptmomente für die Masse eines ebenen 
Flächenraumes. Wir nehmen hierzu den Coordinatenuraprung 
und die Axen Ox und Oy in der die Masse m enthalten- 
den Ebene; Oe stehe senkrecht auf derselben, «so dass ? = 
ist für alle Elemente dm; daher ist: 

Jyedm = , Jgxdm = . 

Dies zeigt, dass die Äxe Oz eine Hauptaxe für den als Coor- 
dinatenursprung gewählten Punkt ist. Das quadratische 
Moment c '=fi*dm bezüglich der Ebene xOy ist gleich Null; 
daher geht das Grundelüpsoid in einen elliptischen Cylinder 
Ober, dessen Gleichung • 

«S* + Ä>j* + ^gin = 1 (55) 

ist Dies ist auch filr s — die Gleichung der die Basis des 
Cylinders bildenden Ellipse. Wählt man die Axen dieser Ellipse 
zu Coordinatenaxen Ox und Oy, so hat man g =fxyd'm = 0, 
d. h, dk Axen der Ellipse (55) sind die Sauptaxen der Masse 
m des I^ächenraumes. 

Ist g nicht gleich Null, so kann man die Gleichungen 
der in der Ebene xOy liegenden Hauptaxen aus den Be- 
dingungen für die Berührung der Ellipse (55) mit dem Kreise 

ableiten, wobei unter Q das quadratische Moment bezüglich 
einer durch die Axe Os gehenden Ebene zu verstehen ist. 
Diese Bedingungen sind 



(«-«)l+!7<I-0, 
sH-(6-«)l-0-, 



(56) 



*) Memoire Bur les axes et les momeuts principaux des corps ho- 
nu^eues par J. Somov. Bulletin phys. - math. de l'Aoadäroie des 
Sciences dfl St P^Tsbwg. T. XII Nr. 12 und 13. 
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zugleich muas die Gleichung zweiten Grades 
(a-Q){b-Q)-^-0 
beetehen, deren Wurzeln die quadratischen Hauptmomente des 
Punktes sind. Bestimmt man diese Wurzele und substituirt 
sie in die Gleichung (56), so erhält man die Gleichungen der 
zwei in der Eb^e der Fläche m gelegenen Hauptaxen. Sind Ox 
und Oy zwei schief winklige, in der Ebene der Masse m ge- 
legene Coordinatenaxen, die der Bedingung 

Jxydm = 
genügen, so sind die auf ihnen senkrechten Geraden Og und 
Ol) conjugirte Diameter der Ellipse (55). Bezeichnet man 
mit a' und V die quadratischen Momente bezüglich der auf 
0% und Ch} senkrechten Ebenen, so lässt sich die Gleichung 
der Ellipse (65) auch in der Form darstellen: 

Die Axen Ox und Oy sind conjugirte Diameter der Ellipse 

worin o, ^fa?dm, &, =fy^dm ist; diese Ellipse hat dieselben 
Axen wie die Ellipse (55), so dass auch ihre Äsen die Haupt- 
momente der Masse m für den Punkt darstellen. Der Be- 
weis für alle diese Sätze ergiebt sich durch Specialisirung ans 
den Entwickelungen der vorhergehenden Paragraphen. Wir 
wollen jedoch einen directen Beweis geben und die Gleichungen 
der Hauptaxen bezüglich des Axenaystems Ox, Oy unmittel- 
bar ableiten. Bezeichnet man mit Q das quadratische Moment 
Xq^dm bezüglich einer beliebigen, durch den Punkt gehen- 
den und auf der Ebene xOy senkrechten Ebene P und mit 
a, ß die Cosinus der Winkel, welche die Nljnnale dieser Ebene 
mit den Axen Ox und Oy bildet, so ist 

«-»,«■ + 1.,^', 

woraus sich die Gleichung des Grundellipsoids 

a'l» + i'V = 1 (58) 

ergiebt, wenn | und i; die Coordinaten des Endpunktes einer 
auf der Normalen der Ebene P aufgetragenen Strecke gleich 
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--= und ä, V die Momente bezQglich der zu den Axen'0| 

und Ol] senkrechten Ebenen bedeuten. Ausserdem hat man 
die Kelationen: 

a' = a, CQa*(%x) , h' ^\ cos*(i)y). 
Die Gleichung (öS), die das Product %i\ nicht enthält, zeigt, 
daas die Axen 0| und Orj conjugirte Durchmesser der Grund- 
ellipse sind. Die Gleichung einer der Axen der Ellipse, d. h. 
einer der Hanptaxen der Masse m fUr den Punkt lässt sich 
ans der Bedingung ableiten, dass die Ellipse den Kreis 

worin a den Cosinus des Winkels yOx bezeichnet, berühren 
soll. Diese Bedingung giebt: 

nun ist aber: 

a'l = 0,1 cos'da:) = a^{x + ay) cos {%x), 
b'j} = bj7i cos*(ijy) = bi{ax -\- y)cos(j;y), 
^ ^ aij ~ X coa{^x) , 9j — a| = y cos(i;y) ; 
folglich wird: 

a,(x + ay) __ b, {ax + y) ^ ^ 
X y ^' 

es ist also die Gleichung einer Hauptaxe in Bezug auf die 
schiefwinkligen Axen Ox und Oy eine der folgenden: 

h[ax-\-{}>,-<i)y=Q. ^^^^ 

Da diese beiden Gleichungen gleichzeitig bestehen müssen, 
so ist: 

(«. - Q) i\ -Q)~a, b, «» = 0. (60) 

Es ist leicht zu sehen, dass (59) die Gleichungen der Axen 
der Ellipse 

sind. Die quadratischen Hauptmomente a und h erhält man 
durch Auflösung der Gleichung (60) nach Q; sie sind auch 
die Hauptti^heitsmomente bezüglich der Hauptaxen. Die 
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Suipine a + b ist daa Trägbeitemoment der Maaae m beziig- 
lich der auf der Fläche tn seakrechten Äxe Oz. Diese Summe 
ist gleich dem mit umgekehrtem Zeichen genommenen Coeffi- 
cienten «i + &i der ersten Potenz von Q in der Gleichung (60). 
Beispiele für die Bestintmttng der Haiq>lcentralaxtn itnd Haupl- 
cenlralmomente der Masse eines ebenen Flächertraumes. 

1) Homogene Fläche einer auf ihre Hauptdurchmegser bezogenen Ellipse 

^ + ^ = 1- 
Die Äxea Ox, Oy dieMr Ellipse än^ offenbar die Huiptceutialazen 
ihrer Fläche. Die qnadratiBchen Hauptmomente beEaglich der zu Ox 
uod Oy aenkrechten Ebenen sind Itnp' und \mg*, wenn m die MaBse 
der Kllipsenfläcbe bedeutet, die gleich dem Froducte der Fläche npq^ 
in die Dichtigkeit ( iBt. Die Trägheitsmomente bezüglich der Axen Ox, 
Oy sind \mq* uod J-mj;', und dtu Ti^heitsmoment bezflglicb der auf 
der Fläche senkrechten Äxe Oz ist gleich deren Summe {(p* -\- g^m. 

2) Somogene Fläche eines schiefwinkligen Parallelogramms, dessen 
zusammeTtäossende Seiten p und q sind, tcäAr«nd der Cosinus des von 
ihnen eirtgesehlosserten Winkels gleich a ist. 

Nimmt man zwei durch den Mittelpunkt des Parallel ogramms ge- 
legte Parallele zu den Seiten p und g als Coordinatenaisn Ox und Oy, 
Bo ist 

ßydm-0; 
daher Bind diese Geraden co^jugirte Durchmesser der Ellipse 



Dem Parallelogramm kann man eine der Ellipse (o) ähnliche einbe- 
Bchreiben, nämlich die Ellipse 

die Längen der io die Richtungen Ox und Ojf fallenden coujugirten 
Durchmesser derselben sind p und q. Die Hauptdnrchmesser der Ellipsen 
Iß) oder (b) sind die Hauptazen der Fläche des Parallelogramms.*) Die 
Gleichung (60) giebt fflr die Eanpti^beitsinometite die Werthe: 



•) Kennt man die conjugirten Durchmesset p und q der Ellipse (6), 
lo lassen sich die Hauptdurchmesser leicht oonstroiren. S. Analjt. 
Geom. von Somoff, Petersb. IBGT (russ.). 
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• - ^ [f" + j" + VW - ir + i'Vi'], 
» - s 'y' + «' - vcj'-sr + i«'!»'«'], 

3) Hoptogene Dreiedcsfläche. 

Es Bei {Fig. Sä) ^B(7 daa Dreieck and AD die VerbindnogRUnie 

Pig ,2 des Scheitels X mit der Mitte D der gegenfiberlie- 

genden Seite £(?. Feiaei am OD ~^ ^AO, so daaa 
der MaeBenmittelpnnkt der Dreieckefläche ist. Die 
Richtang von OD als Ox and die Parallele zu der 
Seite SC dnrcli als Oy bUden ein S;»tem von 
CoordiDatenaxen, fürwelclieHdieBediiigUDg /!eydm=^0 
erfttllt ist; daher sind diese Axen conjugirte Durch- 
mesBer der Bltipae (67). Setat man non AO ^p, 
SD = q, BO findet man: 

a, =JxHm = I p», 6, =jfdm = | 3'. 

Also Bind die Aien Ox und Oy conjogirte DurcbmesBer der Ellipae 



Die dieser ähnliche Ellipse 

3p' ''■ 4g' 3 
geht durch die Bokpimkte des Dreiecks. Ihre Aien sind die Haapt- 
centrolaien der Dreiecksfläche. 

In den folgenden Werken findet man noch weitere Unter- 
Bucliuiigen über Hauptaxen und Hauptmomente: 

J. Binet: „Memoire sur la theorie des azes conjuguea et 
des momena d'inertie des corps" in dem Journal de l'ißc. Polyt., 
16" cahier (1813), p. 41. 

Caucliy: Exercicea de mathematiques. T. II, p. 93. 

W. ThoniBon: „On tbe principal ases of a solid body" 
in dem Cambridge and Dublin Math. Joum. Vol. I (1846), 
p. 127 und 195. 

A. Gajley: „Note on a geometrical theorem contained 
in the precediug paper", ib., p. 207. 

B. ToTTusend: „On the principat axee of a body, their 
momeute of iuertia and distribution in apace", ib^ p. 209, 



izecy Google 



— 106 — 

Ad. Gnibert: „Note sur les asea principaux des corps" 
in dem Jouni. de l'Ec. Poljt., 25'°» eahier (1837), p. 118. 

Ä. M. Ampere: „Sur quelq^ues nouvelles propri^tes des 
axes permanents de rotation des' corpa", in den Memoires de 
rinstitut (Savans etrangers), 1805. 

HatoQ de ta Goupilli^re: „Memoire Bur une nouvelle 
üeorie de la g^ometrie des masses" in dem Journ, de l'Ec. 
Polyt 37"" eahier, p. 35.. 

Hesse: „Vorlesungen über die analytische Geometrie des 
Raumes", 3. Aufl. (1876). 

Jullien: Problemes de m^canique rationnelle,2. ^d.(1866), 
T. n, chap. VI. 

Moigno: Le^ns deMecanique analjtique:Statiqae. (186S). 

In der Abhandlung „Memoire sur les axes et les moments 
principaüz des corps homogenes" habe ich gezeigt, wie man 
die Gleichung des Centralellipsoids filr ein Massensystem findet, 
wenn die Hauptcentralaxen und die Hauptcentralträgheits- 
momente jeder Masse bekannt sind. 



2>. Yariationen von Massen und fiaumgrössen. — Differentialparameter 
zweiter Ordnung von Puaktfunctionen. — Thermometrüche Functionen. — 

Die Green'aoben Formeln. 

45. Es sei m die in der Raumgrösse £ enthaltene Masse; 
dieselbe habe in dem, dem Räume E aTigehörenden Punkte M 
die Dichtigkeit p, welche eine continuirliche Function des 
Punktes M und einer Variablen t sei. Diese Variable wollen 
wir als die Zeit ansehen, obwohl sie auch eine Grösse anderer 
Art bedeuten kann. Man denke sich nun, dass sich zugleich 
mit der Aenderung von t alle Elemente der Masse m bewegen, 
ohne sich zu trennen, d. h. so, dass sie während der Zeit der 
Bewegung eine continuirliche Raumgrosse von derselben Art 
wie E einnehmen. Erhält nun t ein unendlich kleines In- 
crement $t, so erleidet M eine Verschiebung MM", und die 
RaumgrSsse E geht in E' über, welche letztere sich von E 
sowohl nach Gestalt als nach Lage unendlich wen^ unter- 
scheidet. Zugleich geht auch die Dichtigkeit ^ in die Dich- 
tigkeit g' des Punktes M' und die Masse m ^fffdE in 
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m' ^fy'dE' ühfir. Das Increment m' — m ist im Allgemeinea 
eineFnnctiofl yon ( und dt; behält man darin nur die Glieder 
mit der ersten Potenz von St bei, ao hat man die Variation der 
Masse m, nämlich 

dm= Sj^dE, 

die sich nach den allgemeinen Regeln der Variationsrechnung 
fQr die Variation einfacher und mehri'acher Integrale bestimmen 
läast. Wir wollen im Folgenden die Ausdrücke für die Va- 
riation der Masse einer Linie, einer Fläche und eines Volu- 
mens ableiten und einige sich daraus ergebende Schlussfolge- 
rungen anknüpfen, 

46. Gesetzt, E sei eine Linie AB, deren Länge durch 
das Integral 



'^1 



da 



dai^estellt ist, wobei a eine der Coordinaten des Punktes M 
oder auch irgend eine andere Variable ist, als deren Functionen 
jene Coordinaten ausgedrückt sind; a^ und a^ sind die Werthe 
von u in den Punkten A und B. Dami ist 



=^; 



und 

wenn ( P j~) und (pj-) die Werthe der Function p^ für die 

Grenzpuukte A und jß bedeuten; dabei ist ^(p 3— ) unter Vor- 
aussetzung eines constanten a »u bestimmen. 

47. Gesetzt, es sei E ein von einer beliebigen Begren- 
zung 8 eingeschlossener FlächenrauffC S; qi, $g, fj'3 seien die Co- 
ordinaten des Punktes M, zwischen denen die Gleichung 
fiqi, 2i, 2s) ^ '^ besteht; endlich sei dS '=lcdq^dq^ ein Dif- 
ferentialelement, wobei h eine Function der Coordinaten ist, 
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die sich nach einer der Formeln (6) § 4 ausdrücken lässt. 
Man hat in dieagm FaJle m •=f(fdS. 

GeKt nun t in t -\- dt Aber, so erleidet der Punkt M die 
Yerschiebung MM'] seine Coordinateo erhalten die Vmationea 
Sq,, dq^, dq^, die im Allgemeinen Functionen der GrÖBsen 
9i) Ssi 931 ^ ""^^ *^ äind und zugleich mit ät verschwinden. 
Ausser der Verschiebung MM' wollen wir noch die Verschie- 
bung Mfi längs der Coordinatenlinie (qi, q^ ins Äuge &ssen. 
£s ist nämlich fi ein Punkt auf der geänderten Fläche S', 
der mit dem Punkte M zwei gemeinschaftliche Coordinaten 
q^^ und q^ und mit dem Punkte M eine gemeinaehaftliche 
Coordinate q^ + ^3s ^^t- Das dem Punkte fi entsprechende 
Element dS' der Fläche 8" hat zum Ausdruck die Formel 
h^dq^dq^, wo Ä^ der Wertb von 1c im Punkte (i ist. Derjenige 
Theil ;S^] der Fläche S', der alle, den sämmtlichen Funkten 
der Fläche S entsprechenden Lagen des Punktes ft entlmlt, 
ist von einer gewissen Begrenzung s, eingeschlosaen ; die Masse 
dieses Fläcbentheils hat das Integral mi=fQikidqidq^ zum 
Ausdruck, in dem die Grenzen dieselben sind, wie die des In- 
tegrals m ^/gkdqidq^; daher ist: 

% — m =fi9i^i — 0k)dq,dqi. 
Vernachlässigt man unendlich kleine Grössen höherer Ordnung 
als St, so erhält man die partielle Variation 

S^m =JS^{(fh)dq,dq^, (1) 

wo also d, die Variation unter der Voraussetzung bedeutet, 
dass 5gi = 0, Sq^ = 0. Um die totale Variation Sm zu er- 
halten, muss man zu d^m die Masse desjenigen Theils der 
Fläche S' hinzufügen, der zwischen den B^enzungen s' und 
s, enthalten ist und der eine unendlich kleine Dimension von 
derselben Ordnung wie St hat. Diese Masse lässt sich durch 
das Integral 

jVi ■ ft-M' ■ cos((*jM', n')dSi (2) 

ausdrücken, das über die B^^enzung s, zu erstrecken ist; 
dabei bedeutet n' die Normale der Begrenzung s^ in dem be- 
treffenden Punkte, die bezüglich Sj nach aussen gerichtet ist 
und die Fläche S^ berührt. Vernachlässigt mau unter dem In- 
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tegralzeichen unendlich kleine Grössen tod höherer Ordnui^ 
als ät, Bo kann man die Dichtigkeit p, durch die Dichtigkeit p 
im Funkte M ersetzen, das Element äs^ durch das Element ds 
der Begrenzung s und die Normale n' durch die Normale n 
dieser Begrenzung im Punkte M, die bezfiglioh s nach aussen 
gerichtet ist und die Fläche S berührt; endlich kann man statt 
der Yerscbiebung fiM' die den Variationen dg, und dq^ ent- 
sprechende Verschiebung ff dea Punktes M auf der Fläche S 
setzen. Dadurch erhält man statt des Integrals (2) nunmehr 
das über die Begrenzung s ausgedehnte Integral 

JffC coa(0n)ds. (3) 

Zerlegt man nun die Verschiebung ff in die beiden Verschie- 
bungen 0^ und 0g läi^s den Schnittlinien der Fläche S mit 
den Coordinatenflächen (^j) und (g^) und betrachtet (j', und g^ 
als Coordinaten eines Punktes der Flache S, so hat man, venn 
(vgl. Kinematik, Cap. K) Oj und a^ die reciproken, A, und \ 
die directen Parameter dieser Coordinaten sind, die Beziehungen 
ff, = Oi#g, , ff| = Ojdgj und 

ff co8(ff«) = Oi^Qi eo8(a,n) + «jiJft eos((^«); 
dadurch geht das Integral (3) über in die Summe 

rpa, co8(%«)d3,ds + /V% cos (a^n) 3 g^d s . 
Da nun k ^ a^a^ aixi(a^a^) ist und 

«lÄ, 8in(Otaj) = 1, fljAä 3in(aiaä) = 1,' 
so ist 

Ol = ÄAj, Oj ^ ÄÄ, ; 
folglich wird: 

Jipff eos(tf«)ds =/(pÄÄg cos(ai«)ffg', ds -\-f(fh\ <ioa(^n)Sq^ds. 
Diese beiden Über die Begrenzung s auszudehnenden Integrale 
lassen sich vermittelst der Formeln (7) und (8) § 5 in solche 
umformen, die sich über die Fläche S erstrecken, nämlich: 

Jf>kh^ coa(a,n)dq,ds =f^^^-^dg,dq^, 
[qU, co8(a,»)dg,(?s =f^^^^dg^dq,; 
folglich wird: 
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ß . c<,.(.«)^« -/[^'"' + ^'-^'] <?«,<!«. . (4) 
Äddirt man dies zu dem Ausdruck (1), so erhält mau die to- 
tale Variation 

S.-JlMf!>) + ?'^ + '-^]d,,ds. (6) 

in Form eines Kber die Fläche 8 auszudehnenden Integrals.*) 
Setzt man Toraits, dass fOr alle Funkte der Fläche S 
p ^ 1 und unveränderlich ist, so wird m-^ S, nnd die For- 
mel (6) giebt als Variation der Fläche: 

SS-ß^>,l+'fli + '-^Jä]d,,^,.. (6) 

Da aber 

ist, 80 lassen sich die Formeln (5) und (6) auch in folgender 
Form schreiben: 

*» -/[im + 9 (^ + ^) !']<i'i,<'b , (') 

Wenn die Verschiebungen der Punkte M der Fläche S auf 
der Fläche selbst vor sich gehen, so ist cyff( = 0, d^Z; =■ 0, 
Ä,p^ 3t*'' '^^'^^ Formel (5) und (6) ei^ebt sieh dann: 



Verschieben sich die Punkte der Fläche iS> derart, dass die 
Begrenzung s sieb nicht ändert, so hat man für die Punkte 
der Begrenzung äq^^O, dg2 = 0, so dass das Integra! (4) 
zu Null wird; es ist dann: 



*) Diese Formel läait [rieh direot ana der Formel ableiten, die Oatro- 
gradaky fQr die VariAtioa eines vielfachen lulegrals anfgealellt hat. 
8. Hämoire snr le calcul dea Tariations des iatägrales multiplex. Mämoires 
de l'Acadämie de St. F^terab. VI Särie, T. 1. 
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SS==fSiik)dq,dqi. 
Wir werden min einige aus den abgeleiteten Formeln sich 
ei^ebeude Folgerungen in Betracht ziehen. 

48. Wenn während der Zeit der Verschiebung die Masse 
jedes Tbeils der Fläche S unverändert bleibt, so hat man in 
der Formel (5) ßlr beliebige Grenzen des Integrals dm = 
zu setzen. Dies erfordert aber, dass der Ausdruck unter dem 
Integralzeichen verschwindet: 

«,(»*) + ^^''^ + ^f|^'-0; (11) 

dies lässt sich (vergl, Formel (7)) auch in folgender Form 
schreiben : 

H,i') + ,»(^ + '^^^;)-o. (12) 

Eine solche Gleichung, welche eine Beziehung zwischen den 
Variationen der Coordinaten ausdrückt und die Verschiebungen 
der Elemente einer Masse m bedingt, die ihre Grösse nicht 
ändert und continuirlich bleibt, heisst die ConUnuitätsbedingung 
der Masse. 

49. Dividirt man den Ausdruck (10) durch St, so erhält 
man die Derivirte nach der Zeit 

wo q[ und q'^ die Derivirten der Coordinaten nach der Zeit 
sind. Diese Grösse stellt eine Art von Geschwindigkeit der 
Ausdehnung der Fläche dar, die Ausdehnung in der Zeit- 
einheit. Dividirt man sie durch S, so erhält man die mittlere 
Ausd^nung der quadratische Einhdt in der Zeiteinheit: 

Dieselbe ist das arithmetische Mittel aus allen Werthen, welche 
die Function 



1 p(^g'.) _i_ ^M)1 

i L 03, "•" gfl, J 



■ ^3, 

ftlr die verschiedenen Punkte der Fläche 8 annimmt. Lässt 
man beide Dimensionen von 'S bis Null abnehmen, so dass 
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alle Punkte der Fläche S mit dem Punkte Jf(3i, g'g) zusanunen- 
fallen, bo erhält man in der Grenze: 
L dS 



lim -; 



■mt+w- (") 



Diesen Grenzwerth der quadratischen Ausdehnung kann man 
als die quadratische Ausdehnung eines einzelnen den Punkt M 
enthaltenden Elementes dS der Fläche S ansehen. Wir werden 
denselben die Ausatmung der Flädte im Funkte M nennen. 
Dieselbe hängt nur von dem Ort« des Punktes M auf der 
Fläche S und Ton der Geschwindigkeit der Bewegung dieses 
Punktes ab. Setzt man in Formel (4) (f = t und = vdt, 
wo V die Geschwindigkeit eines Punktes der Begrenzung s ist, 
so erhält man nach dieser Formel, da Sik = ist: 

— ^ / u cos {vn)ds. (15) 

Somit ist die Ausdehnung durch ein über die Begrenzung der 
Fläche auszudehnendes Integral ausgedrflckt und hängt von 
den Geschwindigkeiten der Bewegung der Begren^ungspnnkte 
ab. Hieraus erhält mau fßr die Ausdehnung im Punkte M 
den Ausdruck: 

lim "ü- -TT = Um -ö- / « cos {vn)äs. (16) 

60. Gesetzt, es sei bei der Verschiebung der Punkte der 
Fläche S auf dieser Fläche selbst die Geschwindigkeit v jedes 
Punktes der Differentialparameter p einer gewissen Function ip 
dieses Punktes. Bezeichnen fpi und qcj die partiellen Derivirten 
5— und 5 — und setzt man 

so ergeben sich nach § 72 und § 111 der Kinematik för die 
Componenten der Geschwindigkeit v längs den Coordinaten- 
parametern die Ausdrücke: 

de , 88 

um also im vorliegenden Falle den Werth der Ausdehmmg im 
Funkte M zu erhalten, hat man iß Formel (14) zu setzen: 

2i' = 5^ = K-9i + KKVar 






izecy Google 



dadurch erhält man: 



^ S 8t' 



lim-5^T7-=i 



8«, J" 



Diese Grösse, die aus den partiellen Derivirten erster und 
zweiter Ordnung der Function ip nach den Coordinaten zu- 
sammen gesetzt ist, nennt man Di/fermtialparameter eweiter 
Ordnung der Flinction y. 

Mit Beibehaltung des von Lam^ eingefOhrten Sjmbols 
^^ip znr Bezeichnung desselben hat man dann 



03, J' 



WO 

i -<..<., sin (o.o.) - p-~j-j ■ 
Im Falle orthogonaler Coordinaten q^ und q^ hat man 
sin (a^Oj) = sin (h^h^) = 1, h^h^ = zu setzen, so dass man 
erlÄlt: 

de ,, de ,, 

^.v~K'>,l-^- + -g2-i- (18) 

Somit erhält man, wenn die Fläche S eben ist, für gerad- 
linige rechtwinklige Coordinaten: 

' ^,'P-^ + ^- (19) 

Pur Polarcoordinaten, d. h. den Itadiusrector r und den Winkel 
a, den derselbe mit einer gegebenen Äxe bildet, findet man: 



rL 0r "•" Sc J 



Im Allgemeinen ist ^^tp, wie man leicht ans Formel (17) 






lofr, lleohBDlk. n. 
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sieht, wenn man die DifTerentiationen ausführt, eine Uneare 
Function der partiellen Derivirten erster und zweiter Ord- 
nung von 9, Die Coel^cienten dieser Function haben ver- 
schiedene Werthe fQr die verschiedenen Coordinatensyateme. 
Auch fiberzeugt man sich leicht davon, dass alle die ver- 
schiedenen Ausdrucke, die man aus Formel (17) för ^^^ er- 
halten kann, immer eine und dieselbe Grösse darstellen und 
sich durch gewöhnliche Coordinatentransformation aus einander 
ableiten lassen, iiidem man statt der früheren 'Coordinaten 
deren Ausdrücke in den neuen Coordinaten aubstituirt. Im 
Falle ebener Coordinaten nimmt man gewöhnlich den ein- 
fachsten Ausdruck (19) des Differentialparameters zweiter Ord- 
nung als Definition desselben. Gebt man von dieser Defini- 
tion aus und aubstituirt in (19) für x und y deren Ausdrücke 
in ii^end welchen anderen Coordinaten, so erhält man ein 
Resultat von der Form (17)- Daaa die verachiedenartigen 
Ausdrücke von -^g^, die den verschiedenen Coordinatensjate- 
men entsprechen, eine und dieselbe Grosse daretellen, lüast 
sich folgendermasaen direct beweisen. 
Die Formeln (13) und (15) geben: 

Jj^fpdS =Jj9 cos (p«)Äs. 
Bezeichnet man nun mit ^[ff den Ausdruck (17) fQr ein 
anderes Coordinat«nayst«m und mit d'S den diesen Coordi- 
naten entsprechenden Ausdruck für das Element der Fläche S, 
so hat man 

fjd^tpd'S =fp cos (pn)ds; 
folglich vrird: 

^l'j',vd'S = ^f^^<pd8. 

Diese Gleichung muss für jede Grösse und Gestalt der Fläche 
8 bestehen, folglich auch in der Grenze, d. h. «wenn man ihre 
Dimensionen zu Null werden läast; also ist: 
^j 9> = ^ftp. 
51. Wir gehen nun über zur Ableitui^ des Ausdrucks 
för die Variation einer in einem Volumen V enthaltenen 
Masse m, und zwar unter der Voraussetzung, daaa die Dichtig- 
keit (f im Punkte M im Allgemeinen eine Function der Co- 
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ordinaten g^, q^, q^ dieses Punktes und der Zeit t ist und 
dsss das Volumen durch eine Fläche S begrenzt ist. 
Die Maase m ist durch das Integral 
m =Jpwdq^dq^dq^, 
das sich über das Volumen V erstreckt, ausgedrückt^ dabei 
ist (s. § 3) 

c> ^a^a^a^J^ = — -r ■ 

Bedeuten nun m' und V die geänderte Masse und das ge- 
änderte Volumen, so kann man m' in zwei Theile zerlegen, 
nämlich in den, in dem ursprünglichen Volumen Y enthaltenen 
Theil m, und in den Theil m" = m' — m, in einem Volu- 
men, dessen eine Dimension unendlich klein von derselben 
Ordnung wie 8 t ist; diesen letztem Theil kann man als eine 
über die Fläche S vertheilte Masse ansehen. Das Volumen 
der Masse m, kann man derart in Elemente dm^ zerlegen, dass 
dm^ und dm dasselbe Volumen cndq^dq^dq^ haben, aber eine 

verschiedene Dichtigkeit, nämlich resp. P + af ^' uni^ P- ^er~ 
nachlässigt man in der Differenz m^ — m unendlich kleine 
Grössen höherer Ordnung, so erhält man die partielle Varia- 
- tion S^m, die durch das Integral 



S^m = /■gl Stmdqydq^dq^, 



das sich über das ursprüngliche Volumen Y erstreckt, aus- 
gedrückt ist. Um die totale Variation dm zu erhalten, hat 
man zu S^m noch die Grösse m" zu addiren, mit Vernach- 
lässigung unendlich kleiner Grössen von höherer Ordnung als St, 
Man kann m" als die Masse der Fläche S ansehen, wobei 
diese Masse in einem beliebten Punkte M Ton 8 die Dich- 
tigkeit ff' .MM .cos {MM, n) hat; hierin ist q' der Werth 
von (f im Punkte M zur Zeit f-J- St, MM die Verschiebung 
des Punktes M und n die äussere Normale von S im Punkte 
M\ folglich ist 

m" =Jq' . MM cos (MM, n)dS, 
wobei die Integration sich über die ganze Oberfläche 8 er- 
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strectt.*) Bezeichnet man mit #g,, äq^, dq^ die Variationen 
der Coordinaten q^, q^, q^, die der DifferentialTerBchiebung 
MM' entsprechen, so ist 

MM' cos {MM, n) 
= a,Äg, cos (o,«) + «s^gj cos (dj») -f- Ojtfgs "^^ (ogM); 
Temachlässigt man unter dem Integralzeichen unendlich kleine 
Grössen von höherer Ordnung als dt, so kann man die Dich- 
tigkeit p' durch die ursprüngliche Dichtigkeit p ersetzen; 
daher geht die Grösse m" in die folgende Summe über: 

/p«i*?i C03 («,«-)dS +JVaatfffi cos (agM)djS 

Nach Formel (14) § 6 läaat sich jedes der Integrale in der 
letzten Formel in ein über das Volumen V ausgedehntes In- 
tegral verwandeln; es wird nämlich: 

/ It^i^li "03 {a^n)d8 = j g ^'' dq^dq^dq^, 

J9a,6q, cos ia,n)d8 --J^^^^ dq,dq,dq„ (21) 

/pOs^Ss cos (a^n)äS = f - - ^g~ - dq^dq^dq^. 

Die Summe dieser drei Integrale ist also deijenige Theil m", 
der zu S^m hinzuzufügen ist, um die totale Variation Sm zu 
erhalten. Es ist mithin: 

Da nun 

die totale Variation Sq ist, so kann man die Formel (22) 
auch in der Form schreiben: 

*) Diejenigen Elemente der Masse m", für die coa (Jlf Jlf' , n) > ist, 
liegen aogserhalb des VolameuB V tind die, tax welche cos (MM', n) <[ 0, 
innerhalb. 

**) Auch diese Formel lässt sich ans der allgemeinen Formel von 
Osttogradsky flir die Variation eines mehrfachen Integrals ableiten. 
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Hieraus lässt sich die Variation $ V des Yolnmena V leicht 
ableiten. Man hat dazu nur (i = 1 zu setzen, und zwar für 
jeden Punkt und zu jeder Zeit /; dann ist dp =^ und mithin: 



Hr 



Dividirt man dies durch St und setzt 
die Derivirte 

.die man die Yolumenausdehnung in der Zeiteinheit nennen 
kann. Diyidirt man dieselbe durch V, so erhält man die 
mittlere Yolumeuansdehnung yjr der cubischen Einheit. 

Lässt man alle drei Dimensionen des Volumens gegen 
Null convergiren, jedoch so, dass der Punkt M in dem Volu- 
men enthalten bleibt, so erhält man in der Grenze den Werth 

den man die oMsche Ausdehnimg im Punkte M oder die euinscke 
Ausdehnung des Volumenelemenis dV nennt 

Das Integral (25) lässt sich mit Hilfe der Formeln (21) 
in ein Integral verwandeln, das sich über die Oberfläche 8 
ausdehnt. Setzt man q ^ 1, MM' = vSt, wo v die Ge- 
schwindigkeit der Verschiebung bedeutet, so findet man 

^=fvci)ä(vn)dS, (27) 



lim 



,im-i^-lim-l-J'.cos(™),JS. (28) 

63. Man denke sich eine Bewegung, bei der die Ge- 
schwindigkeit V jedes Punktes des Volumens zur Zeit t der 
Differentialparameter P einer gewissen Function 91 dieses 

Punktes ist. Setzt man (s. Kinem. Cap. XH, 8. 240) |^ = ^r 
und 
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80 sind die Grossen 

3« de de 

die Oomponenten des Parameters P nach den reciproben Co- 
ordinateDparametem a^, a^, a^; infolge der Bedingung v ^ P 
hat man nnn zu setzen; 

de , de , de ' 

1^1 i 0q[F, ' »ai "s gy^ I -aas "a ^^^ » 

d. h. es ist: Or = ■^— ■ 

Um also im Torliegenden Falle die cnbiache Ausdehnung 
im Punkte M zu erhalten, hat man in Formel (26) ^ — , --. — , 
^ — an Stelle von g' q' g' zu subatituiren; dadurch er- 
giebt sich: 



SSi "^ ÖS, "^ 09> J' 



"es, 

Diese Grosse, die ans den partiellen Derivirten erster und 
zweiter Ordnung der Function tp nach den Coordinaten zu- 
sammengesetzt ist, heisst der Diiferentüüpa^ameter zweiter Ord- 
nung der räumlichen Ptmktfunction ^. Benutzt man das Ton 
Lame für denselben eingeführte Symbol ^^ip, so hat mau: 

Im Falle orthogonaler Coordinaten hat man ^' = 1, 
hrh,= zu setzen (bei ungleichen Indices r und s); es wird 
also: 

1 de ,, 



1,<p = \k,h, l-s^ + -g^ + -F^3~J ■ 



(30) 



9?i 

Hieraus folgt femer: 
1) Für geradlinige rechtwinkl^e Coordinaten ist 

^.^-5+S+-S- (31) 
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2) Fttr Polarcoordinaten , d, h. den Radiusvector r, den 
Winkel fr, den derselbe mit einer gegebenen Aie bildet, und 
den Flächenwinkel ^, den die £bene des Winkels fr mit einer 
gegebenen Ebene bildet, ergiebt sich: 

ä** r'ainöL df "•" 3* "•" Si(. 

3) Für das orthogonale Coordinatensyatem der x, y, b 
von William Thomson (Einem. S. 131 u. ff.) ist; 

r8(,.|») iuA) 8(,.Mi 

Entwickelt man den Ausdruck (29), so erhält man immer 
eine in Bezug auf die partiellen Derivirten erster und zweiter 
Ordnung von tp lineare Function, die für jedes Coordinaten- 
system eine besondere Form annimmt. Es lässt aich jedoch 
leicht zeigen, dass der Werth Ton ^/g^ für alle Coordinnten- 
systeme derselbe und nur die Form verschieden ist. Aus den 
Formeln (25) und (27) findet man nämlich 

f ^^<pär =fP cos {Fn)dS; (34) 

vertauscht man das Coordinatensystem mit einem anderen, so 
erlült man einen anderen Ausdruck für den Differentialpara- 
meter zweiter Ordnung, den wir mit J'^ip, sowie einen anderen 
Ausdruck für das Volumenelement, den wir mit d' V bezeichnen 
wollen. Nach Formel (34) ist nun 

fj^ipd' r ---JF cos {Fn)dS 
und daher: 

yJj,ipdV= yJj^ipä'V; 

in der Grenze aber wird, wenn man die Dimensionen von Y 
sich der Null nähern lässt, ^^^ = ^jV* 

63. Gewöhnlich nimmt man als Definition von ^^f ^^^ 
speciellen Ausdruck (31), d. h. man definirt den DifFerential- 
parameter zweiter Ordnung als die Summe der partiellen, nach 
den eineeinen re^^miklig -geradlinigen Coordinaten genommenen 
Derivirten sweiter Ordnung. 
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Laplace zeigt ia der Mecanique Celeste^ wie sicli der 
Ausdruck (31) durch Transformatiou der rechtwinkligen Polar- 
coordiaaten in den Ausdruck (32) überführen lässt. Lame 
hat durch Transformation rechtwinklig - geradliniger Coordi- 
naten in orthogonale krummlinige irgend welcher Art den 
Ausdruck (31) auf die Form (30) zurückgeführt.*) Cauchy 
hat die Form gefunden, die der Ausdruck (31) annimmt, wenn 
die Variablen x, y, z durch irgend welche andere p, q, r er- 
setzt werden; diese Form stimmt mit der Formel (29) überein .**) 
Jacobi gelangte zu demselben Resultat durch Variation eines 
dreifachen Integrals.***) Brioschi endlich hat allgemein ge- 
zeigt, wie man in dem Ausdrucke 
8'ni 






die Variablen x^f x^, x^, . . . x„, welches auch ihre Anzahl » 
sein mag, durch irgend welche andere Yariable ersetzen kaun.f) 

Da die Grösse ^^tp nicht von dem Coordinatensystem 
abhängt, so ist es uaturgemäss, ihr eine von dem Coordinaten- 
System unabhängige Definition zu geben. Ebendeshalb habe 
ich für dieselbe die obige kinematische Definition gewählt, 
als einer Flächen- oder Volumetiausdehnung , die durch die Ver- 
schiebungen der Punkte mit Geschwindigkeiten, gleich den 
Diflferentialparametern erster Ordnung der Function tp in diesen 
Punkten, hervorgerufen wird. 

Den allgemeinen Ausdruck (29) für ^^rp habe ich schon 
in der Abhandlung „Moyen d'exprimer directement en coordon- 
nees curvilignes quelconques, orthogonales ou obliques, les para- 
metres diff^rentiels du premier et du second ordres et la cour- 
bure d'une aurface" aufgestellt und abgeleitet. ff) 

*) Le^ons Bur lea coordoun^ea cmvilignea. 
**) „RechercheB bui lea integrales des ^quations anx iMY6ee par- 
tielles" in den Gseroices d' Analyse et de Ph^Biqne mathämatiqae. T. II. 
***) „Ueber eine particulare LOsang der partiellen Diffeientialgteichnng 

-j— r -1- -r- r -|- -TT = 0" in Crelle'B Jontn. Bd. 36, oder in Jacobi'B 
ttx' ay dz 

Mftthematiachen Werken, Bd. II. 

t) BiioBchii Thäorie des däterminant». 

tt) MÖmoircB de TÄcad. deB Boiences de St.-Pät«rsb., VIL BÖrie, 

T. Till, No. 18, 
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64. Wendet man den Ausdruck (17) auf jede Coordinate 
an, d. h. setzt mau ^ ^ q^, q^, so erhält mau die GoonUnaten- 
differentialparameter zweiter Ordnang: 



^„ _ ' r***.'^"' 4- '('»■'1 



(36) 



Subetituirt man in der Formel (17) für ^ — - und 
• Ausdrücke: 

so Bliebt sich mit Berücksichtigung der Formeln (35): 
J,q> = J,q, || + J,q, |^ 

Für eine Punktfunction im Räume ergeben sich aus For- 
mel (29), indem man fp = qi, q^j q^ setzt, die Coordiuateu- 
parameter zweiter Ordnung allgemein in der Form: 

1 [SC^KK) ^("MI^) 9(o>^ä,)1 

^aff' = -^ L iq, + Sg, + ^a. J" 

Mit Hilfe dieser Fonnel lässt sich die Formel (29) leicht auf 
die Form bringen: 

J.f- 2:^,1, li- + £Kh.^_- (37) 

55. Die lineare Gestalt der Formeln (36) und (37) in 
Bezug auf die partiellen Deriyirten der Function tp zeigt, dass 
der Diff^enHal^rameter zweiter Ordnvng von der Summe mehrerer 
Functionen gleich der Summe der Differentiätparameter stceiter 
Ordnung der eimelnen Functionen ist, d. h. es ist: 

^iCv + y' + 9" H — )'^A9 + ^tf' + Af" -\ 

Dies lässt sich anch folgendermassen beweisen. Es seien 9), 
ip', <f)", . . . Functionen eines Punktes der Fläche 8, deren Be- 
grenzung s sei, und p, p', p", .... deren Differentialparameter 
erster Ordnung. Bedeutet nun J^ die Summe y -f- gp' -[-g)"-|- ■■■ 
und P deren Parameter erster Ordnung, so ist 
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p=p-\-p'-\-p"-i--- 

und folglich 

fP coa {Fn)ds ^Jp cos {pn)ds -\-fp' cos {p'n)ds + 

■j-fp" C08 {p"n)ds + ■ ■ ■ , 

wo » die Richtung der äusseren Normale bedeutet. Dividirt 

man dies durch S und lässt die Dimensionen dieser Fläche 

sich der Null nähern, so erhält man auf Grund der Formel (16): 

J^F = ^39 -\- J^ip' -\- iJ^fp" + — 

Auf dieselbe Weise lässt sich die Behauptung für Punkt- 

functionen im Kaume mit Hilfe der Formel (28) beweisen. 

56. Nach Lame's Ansicht ergiebt sich die natur- 
gemässeste Definition des Differentialparameters zweiter Ord- 
nung aus der Gleichung für die Fortpflanzung der Wärme in 
einem homogenen unkrystallisirteu festen Körper, Ist tp eine 
Function eines Punktes und der Zeit t und repräsentirt dieselbe 
die Temperatur des Körpers in dem betreffenden Punkte, so 
hat man 

i^-4,., (38) 

wenn h eine Grösse bedeutet, die von der specifischen Wärme, 
von dem Wärmeleitungscoeffici^nten und von der Dichtigkeit 
des Körpers abhängig ist. Sind diese drei Grössen von der 

Art, daag ]c = 1 ist, so hat man: 

d. h. der Differentialparameter ziceiter Ordnung von einer die 
Temperatur darstellenden Function ist gleich der Derivirten dieser 
Function nach der Zeit. Diese" Derivirte kann man als die 
Geschwindigkeit der Erwärmung des Körpers in dem gegebeneu 
Punkte ansehen. In Eücksicht auf diese Eigenschaft des 
Differentialparameters zweiter Ordnung hat Lam^ für den- 
selben den Namen Zu/wachs (augment) vorgeschlagen. 

Es sei V das Volumen eines homogenen unkrystallisirten 
Körpers, p seine Dichtigkeit und tp die Temperatur zur Zeit t 
in einem beliebigen Punkte M oder die Temperatur eines be- 
liebigen Elements qdV seiner Masse. Aendert sich ^ mit t, 
so rührt diese Aenderung der Temperatur von einer Zu- oder 



izecy Google 



— 123 — 

Abnahme der Wärme in der Masse QdV hei; das Increment 
von 91 während der unendlich kleineii Zeit 8i lässt sich, mit 
Yemachlässigong unendlicli kleiner Grössen höherer Ordnung, 
durch ^ dt ausdrücken; das entsprechende Increment der in 
der Masse (fdV enthaltenen Wärmemenge hat dann den Aus- 
druck 

cedv^st, («) 

wo c die specifiselie Wärme ist, d. h. diejenige Wärmemenge, 
welche die Temperatur der Masseneinheit in der Zeiteinheit 
um einen Grad zu erhöhen vermag. Diese Grösse (a) lässt 
sich auch noch auf andere Art ausdrücken, indem man von 
der bekannten Formel ausgeht, welche diejenige Wärmemenge 
ausdrückt, die in einem Zeitelemente von einem Theile dar 
Masse durch eine trennende Fläche in den anderen Theil über- 
geht. 

Denken wir uns nämlich in dem Körper eine zwischen 
zwei Flächen 8 und S' enthaltene, unendlich dünne Schicht 
(SS'). Es sei dS ein Element der Fläche S von zwei un- 
endlich kleinen Dimensionen, MM' der zwischen 3 und S' 
enthaltene Theil der Normalen von dS, (p die Temperatur im 
Funkte M und <p' die Temperatur im Punkte M'. Nach 
einem bekannten Gesetz ist die Wärmemenge, welche in der 
Zeit dt durch den Über dS stehenden Theil der Schicht (SS') 
hindurchdringt, gleich 

^ MM ' 

worin man den Factor q den Wärmeleitungscoefficienten nennt. 
Diese Wärmemenge ist positiv oder negativ, d. h. die Wärme 
geht von S' auf S über oder umgekehrt, je nachdem y' > qo 
oder qo' < 91 ist. Mit Yemachlässigung unendlich kleiner 
Grössen höherer Ordnung ergiebt sich, wenn man MM" = dn 
und ip' — <p = d<p setzt, für die in der Zeit St durch die 
Fläche S hindurchdringende Wärmemenge 

9 g dSSt = qP cos {Pn)dSdt, 

wo P der Differentialparameter erster Ordnung der Tempe- 
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ratur tp und n die nach der Seite von iS" hin gerichtet« Nor- 
male von d8 ist. Das Vorzeichen dieser Grösse hängt ron 
dem Vorzeichen von cos (Pw) ab. Gesetzt ea sei S die ganze, 
einen behebigen Massentheil begrenzende Oberfläche und q über 
diese ganze Fläche hin constant.' Dann ist die Wärmemenge, 
welche durch die Fläche S hindurch in die innerhalb derselben 
befindliche Hasse eindringt, durch das über die ganze Ober- 
fläche S auszudehnende Integral 

qdtfPcoa(Pn)dS (b) 

ausgedrückt Mit Hilfe der Formel (27) sieht man leicht ein, 
dass StfPcoa{Pn)dS die cubische Ausdehnung des von der 
Fläche S begrenzten Volumens ist, welche von der Verschie- 
bung der Punkte der Fläche S zur Zeit t mit Geschwindig- 
keiten gleich den entsprechenden Werthen des Differential- 
parameters P erster Ordnung herrührt Bezieht man also die 
Formel (b) auf das Massenelement gdV, so ist d(/Pco8 (Pn)dS^ 
= ddr, folglich i^^/p cos (P«)(i5=-y-^=z/j9!, und 
der Ausdruck (6) wird qät^^qidV. Setzt man diese Grösse 
gleich (o) und setzt — = ä, so erhält man die Gleichung (38). 

Diese Gleichung gilt auch fQr die Temperatur <p der 
Punkte einer materiellen Fläche S. Dazu hat man voraus- 
zusetzen, dass sieh die Wärme auf der Fläche S selbst derart 
ausbreitet, dass diejenige Wärmemenge, die während der Zeit 
St durch das Element ds einer beliebigen Linie s von einer Seite 
auf die andere übertritt, durch die Formel qp cos (pn)dsSt aus- 
gedrückt ist; dabei ist p der Differentialparameter der Func- 
tion 9 bezüglich der Fläche S, n die Normale auf ä$ und q 
der Wärmeleitungscoe^cient der Linie s. Ausserdem hat man 
in dem Ausdruck i = — das q als Dichtigkeit der Fläche S 
anzusehen und e als diejenige Wärmemenge, welche im Stande 
ist, die Temperatur der Flächeneinheit in der Zeiteinheit nm 
einen Grad zu erhöhen. 

Wenn die Temperatur g) in einem gegebenen Punkte hei 
Aenderung der Zeit t constant bleibt (was in dem Falle ein- 
tritt, wenn die Wärme sich im Gleichgewicht befindet, d.h. 
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wenn jedes Massenelement seine Wärmemenge beibehält, so 
ist ät '^ ^i ®^ ^^^ daher nach Gleichung (38) ip eine Punkt- 
fimction, die der Bedingung 

^39» = 
genügt Jede Ptinktfwnction, die die Eigenschafl hat, dass ihr 
Dt/ferenUalparameter aweiter Ordnung für jeden Fmkt der ge- 
gebenen Fläche oder des gegebenen Volumens gleich NuU ist, 
nennt Lam€ eine thermometrische Function. 

Wenn <p die Temperatur ist, so nennt man die Niveau- 
linien oder Niveauflächen {<p), d. h, die Linien oder Flächen, 
fSr deren Punkte <p einen and denselben Werth hat, isother- 
mische Linien oder Flächen. 

Wir wollen nun die Haupteigenschaften der thermometri- 
schen Functionen und der ihnen entsprechenden isothermischen 
Linien und Flächen betrachten. 

57. Gesetzt, es sei <p eine thermometrische Function des 
Punktes M in der Ebene und x, y die rechtwinkligen gerad- 
linigen Coordinaten dieses Punktes. In diesem Falle geht die 
Bedingung J^tp^Q nach Formel (19) über in die folgende: 

Das allgemeine Integral dieser partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung hat die Form 

<P-F{x + iy) + f(x-iy), (40) 

WO i = y — 1 ist und F und f zwei willkürliche Functionen 
bezeichnen. Man kann sich folgendermassen leicht hiervon 
überzeugen. Die Gleichung (39), die sich in der Form 



IJ^ + l^-0. (39) 



a(- 



schreiben lässt, zeigt, dass der Ausdruck 

— ^dx -\- -^ dy 

das vollständige Differential einer gewissen Function der beiden 
Variablen x nnd y ist. Bezeichnet man diese Function mit js, 
so hat man: 
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zugleich ist aber auch 

d<p = ^^dx+^dy; 
hieraus folgt: 

<((,.-<«) = gl + i|^),J(rt-ij,). 

Dies erfordert, dass 9 + is eine Function der complexen 
Grösse x -{- iy und tp — is eine Function der eonjugirten 
Grösse x — iy ist, was sich folgendermassen ausdrücken lässt: 

9. + lÄ = 2F{x + iy), ^>-iz = 2f{x — iy); 

dabei kann man für F und f zwei beliebige Functionen wählen. 

Die halbe Summe dieser Ausdrücke giebt die Formel (40). 

Man überzeugt sich leicht, dass die Functionen 

1) ax + hy, 2) xy, 3) x^ - f, 4} log (3^ + f), 

5) arctan (^] 

der Bedingung (39) genügen und auf die Form (40) gebracht 
werden können; sie sind daher Uiermometrische Functionen in 
der Ebene. Die ihnen entsprechenden isothermiseken Linien 
sind: 1) die Gerade (ax -\- by), 2) die gleichseitige Hyperbel 
(xy), die auf ihre Asymptoten als Axen bezogen ist, 3) die 
gleichseitige auf die Axen bezogene Hyperbel (a:* — y*), 4) der 
Kreis (a^ + y') und 5) die durch den Goordinatenursprung 
gehende Gerade {—) ■ 

Setzt man in Formel (40) f(x — iy) = 0, so wird 
ip = F(x + iyy, 
man sieht hieraus, dass man jede Function einer complexen 
Grösse als eine thermometrische Function ansehen kann. 

Lässt sich eine Function einer complexen Grösse auf die 
Form 

V = « + i« 
bringen, wo u und v reelle Functionen in Brang auf x und y 
sind, so ist jede dieser Functionen für sich eine thermo- 
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metrische Punctioii. Denn aus der Bedingung, dase 91 eine 
Function der complexen Grösse x -\- iy ist, folgt 

9« ^ a» l!i = _^ 
Bx Sy ' dy Bx 

nnd hieraus e^ebt sich: 

8'm _,_ d'u __ [8'e d'v -^ 

dx* "*" dy* dydx dxdy ' 
3^ 1 0!« S^«_ , g'w f. 

Die die Function tp bildenden reellen Grössen u und v kann 
man als kartographische Coordinaten in der Ebene auffassen 
(s. Kinematik § 77). 

58. Jede Function F{if>) einer thermometrischen Function 
tp nennt man einen thermcmekisdien Farameter. Eine solche 
Function genügt im Allgemeinen nicht derBedingung^jii)^qo)^0. 
Da aber der Wertli von ^(9)) constant bleibt, wenn der Werth 
Ton ip constant ist, und umgekehrt, so haben beide Functionen 
dieselben Niveaulinien, resp. Niveaoflächen, d. h. die Niveau- 
linie resp. Niveaufläcbe von F{ip) ist eine isothermische. 

Gesetzt, ein Punkt auf der Fläche S sei durch die Coor- 
dinaten 9j und 9f bestimmt, und ip sei eine thermometrische 
Function dieses Punktes; wir wollen untersuchen, welcher 
Bedingung die Coordinate gf genügen muss, um ein thermo- 
metrischer Parameter zu sein. Nach der Definition des ther- 
mometrischen Parameters ist erforderlich, dass qi eine Function 
von ip allein sei, und daher muss umgekehrt die thermometrische 
Function tp die Form tp{q^ haben, d. h. sie muss eine Function 
von nur einer Coordinate sein. In diesem Falle hat man 
nach Formel (36) 

^.^'■fe + *'$-''' («) 

woraus folgt: 

1 ^ „ ^ d*v ,d<p 

1^^'^' B^-Hi- 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist von nur einer Coordinate 
qi abhängig; daher hat auch die linke Seite diese Eigenschaft; 
damit also die Function qi eines Punktes auf einer Fläche ein 
thermometriscker Parameter sei, mit anderen Worten, damit die 
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Niveaulinie (qi) eine isoihermiseke Linie sei, ist notkwenäig, dass 
das Verhältniss ihres Differentialparamel^s etoeiter Ordnung sw 
dem Quadrat des Differenti^parameters erster Ordnung v(m Iceinfr 
anderen Variahle^i ausser der Function g,- selbst abhängig sei. 

Es giebt unendlich viele thermometrische Parameter j,-, 
die einer und derselben thermometrischen Function 9) ent- 
sprechen. Kennt man einen derselben, so kann man die 
Function tp änden. Gesetzt, man habe z. B. gefunden: 

dann hat man nach Gleichung (41) 

woraus sich durch Integration ergiebt 



p = i// 



'i + B, (42) 

wo A und B willkürliche Constante sind. 

Im Falle orthogonaler Coordinaten g, und q^ hat man 
nach den Formeln (35) 



(43) 
(44) 
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= 0. 



Ist q^ ein thennometrischer Parameter, so ist 



also nach Gleichung (44) auch: 
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d. h. — ^ ist von der Coordinate q^ uDabhängig; folglich ist 

q^ ebensowohl wie g, ein Üiermoinetrischer Parameter, ent- 
spricht aber einer anderen thermometrischen Function. 

Erfüllen die beiden Ooordinaten die Bedingungen ^^g, = 0, 
z/j^j^O, 30 nennt man das Coordinatensyateni (g^, q^) ein 
thermometrisches. Zu diesen gehört unter anderen das System 
der rechtwinkligen geradlinigen Coordinaten w und y, denn es 
ist z/(a; = 0, J^y^O. In dem Polarcoordinatensystem, das 
durch den Kadiusvector r und den Winkel m gebildet wird, 
ist die erstere dieser Coordinaten, r, ein thermometrischer 
Parameter; die zweite, o, aber isteinetbermometrische Function; 
denn setzt man q^ ^ r, (/^ ^ cd, so ei^eben die Formeln (44): 
^,9i _^L ^<?» __n 



Die Coordinatenlinien (r) und (ra) sind beide isothermische 
Linien. 

Setzt man in Formel (42) f(q^ ^ — , so erhält man die 
dem Parameter r entsprechende thermo metrische Function, 
nämlich : 

fp = aJ^ + B = A log r + B. (45) 

Die elliptiscben Coordinaten in der Ebene, X und (t (Kine- 
matik § 55), sind zwei thermometriBche Parameter; denn setzt 
man g, ^ A und ^^ = fi, so ergiebt sich: 

^1 . ^' — ■'"' h\ ~ c" — fi' ; 

daher sind die coufocalen Ellipsen (A) und Hyperbeln (jt) 
isotkermische orthogonale Curven. Nach Formel (42) findet man 
die den Parametern k und (t entsprechenden tbermometrischen 
Functionen : 



», - A, fy^= + B,-A, log Ul 



1 + V - 



- + B, , 



-^fy^.' 



- B^ ^ Aji arc sin (—1 + B^ , 



wo Ai, B^, Ai, Bi willkürliche Constante sind. Wählt mim 

Somorr, Hschinik. n. 9 
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filr diese Constanten die einfacbeteii Werthe j4j = l, £,^0, 
^ = 1, Bj =0, 80 hat man: 

Vi = log \-^^ ) , Vi ■= arc sm(^^ j. 

Man bat dalier, lun von den elliptischen Goordinaten A, fi anf 
die thermometrischen <p^ und tp^ Überzugehen, die Formeln: 






Die Differentialparameter der thermometrischen Functionen (p, 
und 91, haben denselben Werth, nämlich: 



Man sieht hieraus, dass das Coordinatensystem der tpi, ip^ zu 
den kartographischen gehurt (s. Kin. § 77). 

59. Ist g> eine thenuometrische Function eines Punktes 
(Sii 9i> 3s) i™ Räume und ist die Ooordinate gi der ent- 
sprechende thermometrische Parameter, so reducirt sich die 
Bedingung ^^tp = nach Formel (37) auf die Gleichung 

^■*lf, + *■$-». («) 

die von der nämlichen Form ist, wie (41). Man ersieht aus 
derselben, dass die Grösse 

"AT ^ " ^ 

nur Ton einer Ooordinate qi abhängig ist; d<anit also die Function 
qi eines Punktes im Baume ein thawomeiriscHpr Parameter, oder 
damit die Niveaufläche ((/,) eine isofhermisehe Fläche sei, ist noth- 
wendig, dass das Verhältniss des DifferentMparameters zweiter Ord- 
nung zum Quadrate des Differentialparameiers erster Ordnung von 
Iteiner anderen Variailat aMtängig sei, als von der Function (q,) seU)St. 
Ist diese Bedingung erfüllt und hat man also: 

so findet man die thermometrische Function ip, die dem ther- 
mometrischen Parameter entspricht^ nach der Formel 
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worin A und B willkürliche Constante sind. 

Im Falle orthogonaler Coordinaten q^, q^, g-, findet man 
nach Formel (30): 



dqt ' 



(48) 



h\ "^ 293 

Für jedes geradlinige Coordinatensyatem {x, y, d) ist d^x = 0, 
^^y ■= 0, ^jÄ^O; ein solches System ist daher ein ther- 
mometrisches. Für das Polarcoordinatensystem (den Radius- 
vector r, den Winkel d, den derselbe mit einer gegebenen 
Axe bildet und den Winkel % den die Ebene des Winkels &■ 
mit einer gegebenen Ebene bildet) ei^eben die Formeln .(48), 
wenn man g, = »*, 33 = ■8", 23 ^ 'i' setzt: 

^1 = A ^1 ^ coa» :^ = 
fcj *■ ' Aj Bin # ' Aj 

Man sieht, dass die Coordinate ifi eine thermometrische Function 
ist, die Coordinaten r und 9 aber thermometrische Parameter 
sind. Die Kugel (r), der Kegel (*) und die Ebene (^) sind 
isotherm iscbe Flächen. 

Bezeichnet man mit p^ und ip^ die den thermometrischen 
Parametern r und & entsprechenden thermometrischen Functio- 
nen, so findet man nach Formel (47): 

<p,'=-^-i-B,, 9^ = ^ log (tan y) + Bj , 
wo Ai, B^, A^, B^ willkürliche Constante sind. 

Betrachten wir noch das System der elliptischen ßaum- 
coordinat«n l^, X^, Ag (s. Kinem. § 56 u. ff.). 

Setzt man 9i = ^1, q^^^, 9g ^ ^sr bo folgt aus den 
Formeln (12) S. 130 der Kinematik: 

^i^ _ j_ r 1 + __L_ + _i_i 

ftä 2 [o. + 1,- T^ a, + i( T^ o, + 1, J- 

9* 
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Man sieht hieraus, dass jede der drei Coordinaten Aj, Xg, l^ 
ein thennometrischer Parameter ist Bezeichnet man mit 
Vii Vs) Vs *^i^ entsprechenden thermometriechen Functionen, 
Bo findet man nach Formel (47): 

V, - A f-, --■ ^ + B, , 

J VC«, + 1.) («. + >,) K-, + K) 

■f,-A,r, ■" -■ -- +B„ 
9, - ^. / ', " J^ + B. , 

V V(«, +>.)(-•■- y (-«.- !.)■ 

wo ^1, i?,, ^s, B^, A^, -Bj willktliliche CoDstante sind. Die 
hier vorkommenden Integrale lassen sich durch elliptische In- 
tegrale der ersten Gattung ausdrücken. TJebrigens sind alle 
jene drei Ausdrücke in dem einen enthalten; 

„ _ ^ /■_.„«„_,_ + S. 

j yc», + 1) («. + «<«, + 1) 

Die speciellen Werthe dieser thermometrischen Function 
9,(1) — -4,J 



VC», + 1)(«, + 1) (-«.-!) 



"•(^•^-Vpstti 



-!)(-«, -i)(-a,-l)' 
WO die Grenzen der Integrale der Bedingung 

A, > — «8 > ^ > — Og > Ab > — «1 
unterworfen und .4,, A^, Ag reelle Grössen sind, repräaen- 
tiren ein bemerkenswerthes thermometrisclieB Coordinaten- 
system, das dem System der elliptischen Coordinaten Aj, A^, Xg 
coQJugirt ist und dieselben confocalen Flächen zweiter Ord- 
nung (Jl)), (Ag), (Aj) wie jenes zu Coordinatenflächen hat 
Hieraus folgt, dass jede centrische Fläche zweiter Ordnung 
eine gewisse isothermische Fläche darstellt.*) 

*) Genanerefl Aber dieses Coordinatenayetem findet eich in Lam^'s 
„LefODB aar lea' fonctiona inverseB des transcendeDtes et lee Bor&oeB 

iaothenneB". Paria, 1867. 
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60. Wir haben in § 58 gesehen, dasa der in einer ge- 
gebeneu Ebene von einem beliebigen Pole nach einem 
Punkte M gezogene Kadiusrector r ein thermometriacher Pa- 
rameter nnd dass die logarithmische Foaction 

Alogr-\-B, 
wo A nnd B Constante bedeuten, die entsprechende thermor 
metrische Function ist. Femer folgt ans § 55, dass, wenn 
r, r', r'% . . . die aus den Polen 0, 0', (f , . . . nach einem 
and demselben Punkte M gezogenen ßadienvectoren sind, die 
Summe der thermometrischen Functionen 

^logr + B, ^'logr' + £', ^" logr" + B", . . ., 
wo A, B, A', B', Ä", B", . . . Constante sind, ebenfalls eine 
thermomeirische Function ist. Jene Summe kann man in der 
folgenden Form darstellen 

logCHr-^V"-*"...) + C, (49) 

wo C eine Constante ist. 

Ferner haben wir in § 58 gesehen, dass die Winkel 
m, m', et", . . ., welche die Eadienvectoren r, r', r", ... mit 
gegebenen Richtungen einschliessen, thermometrische Functionen 
sind; daher ist nach § 55 auch die Summe 

Ata + A'a>- + A"<a" H \-C, 

wo A, A', A", . . .C Constante sind, eine thermometrische 
Function. 

Die beiden Functionen 

a ■= J. log r -^ A' log r' -\- A" log t" -\- ■ ■ ■ , 

repräsentiren, wenn A, A', A", ... in beiden dieselben Werthe 
haben und die Winkel e>, la', ra", . . . von einer und derselben 
Axe aus im selben Sinne gerechnet werden, ein thermometri- 
echee Coordinatensjstem, das, wie man leicht sieht, ein ortho- 
gonales ist. Zum Beweise der Orthogonalität wollen wir nach 
Cap. Vn der Kinematik die Differentialparameter erster Ord- 
nung P und y für die Functionen « und /3 bestimmen. 

Der Parameter P ist die geometrische Summe der par- 
tiellen Parameter 

— , 4-, £,-■■, (50) 
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deren Hicbtungen mit den entsprechenden Radien vectoren 
r, r', r", . . . zusammenfalleD. Der Parameter P" ist die geo- 
metrische Summe derselben Grössen (50); diese sind aber jetzt 
eenkredit zu den betreffenden Radienvectoren r, r', r", . . . 
aufgetr^en zu denken, und zwar infolge der Annahme über 
die Winkel ca, at', at", . . . derart, dass, wenn man das System der 
partiellen Parameter von P in dem Sinne der Winkel sa, m, co", . . . 
um 90'' dreht, man das System der partiellen Parameter von 
T" erhält; daher muss F' auf P senkrecht stehen und Ober- 
diess P' =_ P sein. Mithin bilden die a und ß wirklich ein 
orthogonales thermometrisches Coordinaten3yBt«m, das zu den 
kartographischen gehört (vgl. Kinem. § 77). 

Die Linien (a) und {ß) sind orthogonale isothermische 
Gorven. In dem speciellen Falle 

tt^ A log r + A log r' •= Ä log (rr) , 
ß ^ e> -\- a' 
ist die Linie (a) eine algebraische Curve, die sogenannte Ckissi- 
■noide, während (ß) eine gleichseitige Hyperbel darstellt, deren 
Brennpunkte die Pole und 0' sind. 

Für den Fall 

a = j1 log r — A log r' ^A log -r , 
ß:^ et — m' 
werden die Linien (a) und (ß) zu zwei Kreisen.*) 

61. Die Function A log r und ihr Differentialparameter 
— werden im Pole unendlich gross, daher braucht J^ log r 
nicht gleich Null zu sein, wenn der Punkt M mit dem Pole 
zusammenfällt. 

Um den Werth von z/glogr für r = zu finden, muss 
man untersuchen, welche Form der allgemeine Ausdruck des 
Differentialparameters zweiter Ordnung, wie er sich oben aus 
der von uns aufgestellten Definition ergab, in diesem Falle an- 
nimmt. Gesetzt, die Funkte der Begrenzung eines beliebigen 

*) Eine aueftthrliche Unteranchnng dieser iBotbermiBchen Linien 
findet man in dem Werke von Lama: Le90nB anr tea coordonaäee cur- 
vilignes et lenra diveraes applicationaj 12"" et 13"" lefons. 
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Flächenraumes S verechiebeD sich in der Fläche mit der Ge- 
Hchwindigkeit — in der Richtung des ßadiusrectors r. Dann 
ist die quadratische. Ausdehnung dea Flächenraumes S in der 
Zeiteinheit durch das Integral 

ausgedrückt, das sich Ober die Begrenzung s der Fläche S 
erstreckt, wobei n die Richtung der Susseren Normale der Be- 
grenzung bedeutet. Das Verhältniss 

-=-/'— cos {rn)ds 

ist die Ausdehnung der Flächeneinheit, und die Grenze, der 
sich diese Grösse nähert^ wenn beide Dimensionen des Flächen- 
ranmes S sich der Null nahem, ist der Werth des Differential- 
parametets zweiter Ordnung z/, log r in dem Punkte, mit dem 
alle Punkte des Flächenraumes S zusammenfallen. 

Bezeichnet nun <p den Winkel, welchen der Badiusvector r 
mit einer gegebenen Axe einscfaliesst, so ist, wie wir in § 5 
gesehen haben, 

— cos {rn)ds = + dg) , 

wo das Zeichen -|- für den Fall gilt, dass der Badiusvector 
in die Fläche S eintritt, das Zeichen — für den Austritt. 
.Befindet sich also der Pol ausserhalb des Fiächenranmes S, 
so reducirt sich die Integration nach r auf die Summirung 
der Reihe: 

— d^ ~\- dqi — dg) ~\- dg) — ■ ■ ■ ■ , 
die ans einer geraden Anzahl von Gliedern besteht; dann 
ist also: 



/ — coB (rn)ds = 0. 



Daraus folgt aber, dass z/j log r = ist für jeden mit dem 
Pole nicht zusammenfallenden Punkt M. 

Liegt dagegen der Pol in dem Flächenraiuue 8, so 
führt die Integration nach r auf die Summe 

~|- dq} — dq> -{- dg> — ■ ■ ■ ■ , 



oy Google 



- 136 — 
die eine ungerade äuzbM von Gliedern bat; daher wird 

/ — C08 {rn)ds = 1 dtp = 2it^ 
folglich ist: 

-^ I — COS {rnjas = -u-. 

Für S "=0 ist diese Grösse oo ; daher nimmt ^, log r ftlr 
r ^ einen unendlich grossen Werth an. Man kann also 
eagen, daes J^ log r im Punkte zwei Werthe, und co, hat. 
Verschieben sich die Punkte der Begrenzung eines be- 
liebigen Flächenraumes S mit einer Geschwindigkeit p gleich 
dem Differentialparameter der Function 

^logr + ^'log*-'H , 

80 reducirt sich die quadratische Ausdehnung auf die Summe : 

Ip cos {pn)ds =' Ä f — cos {rn)ds -\- A' f — coa{r'n)ds -\ 

Die Glieder dieser Summe, die den ausserhalb der Fläche S 
gelegenen Punkten entsprechen, sind gleich Null; daher ist: 

fp cos (pn)ds = 2%{A -\-Ä' -\ ) ; (51) 

in diesem Ausdruck kommen nur diejenigen von den Constan- 
ten A, A', A", . . . vor, die den in dem Flächenraume S lie- 
genden Polen 0, 0', 0", . . . entsprechen. Dividirt man die 
Summe (51) durch S und lässt die Dimensionen von S derart 
in Null übergehen, dass einer der Pole auf S verbleiht, so 
erhält man: 

^3 (A log r -{- A' log r' + A" log r" -{-■■■) = oo. 
Es steht nun nichts entgegen anzunehmen, dass die Anzahl 
der Pole 0, 0', 0", . . . unendlich gross sei und dass sie eine 
continiiirliche ßaumgrösse, d. h. eine Linie oder eine Fläche 
bilden, während A, A', A", ... als die Elemente der Masse m 
jener BaumgrÖsse angesehen werden können. Dann stellt die 
Summe {A -{- A' ^ ■ ■ ■) in Formel (51) den innerhalb des 
Flächenraumes S enthaltenen Theil der Masse m dar. Bezeich- 
net man diesen Theil der Masse t» mit ft, so hat man; 



-s- ip cos {jpn)ds = 2Tt^. 
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Ist m eine lineare Masse und ist ihre Dichtigkeit Dicht 
unendlich klein, so hat das Yerhältniss 4- einen unendlich 
grossen Werth, wenn die Fläche S zwei unendlich kleine 
Dimensionen hat. 

Ist m die Masse eines gewissen Flächenraumes u und S 
ein Elemeat dieser Fläche, so ist die Grenze, der sich das 
Verhältniss t- nähert, wenn die beiden Dimensionen von S 
sich der Null nähern, die Dichtigkeit p eines der Punkte der 
Masse m. 

Wählt man df^egeit die Fläche S so, dass sie nicht 
ganz, sondern dass nur ein gewisser Theil tf derselben der 
Fläche u. angehört, so kann man die Gestalt von S so ändern 
und die Dimensionen derart sich der Null nähern lassen, dass 
der Grenzwerth des Verhältnisses ^ = — -„^ das Product der 
einem gewissen Punkte der Begrenzung der Fläche u zu- 
kommenden Dichtigkeit 9 in den Grenzwerth des Yerhält- 
nissee -^ ist, welcher letztere kleiner als Eins ist und sowohl 
von der Gestalt der Fläche S als auch von der Art, wie ihre 
Dimensionen abnehmen, abhängt. Offenbar kann man eine 
solche Fläche S wählen und ihre Dimensionen derart abnehmen 
lassen, dass der Grenzwerth -^ gleichjeder beliebigen Zahl wird, 
die kleiner als 1 ist. 

Aus dem Obigen schliesst man, dass das über die Fläche u 
ausgedehnte Integral 

J log r dm ^jQ\og r du, (52) 

wenn 4t fär jeden Punkt der Fläche u einen endlichen Werth 
hat, eine thennometrische Function des Punktes M ist, wenn 
dieser Punkt ausserhalb der Fläche t* liegt. Liegt derselbe 
aber innerhalb, so hat ea nicht mehr diese Eigenschaft, weil 
sein Differentialparameter zweiter Ordnung dann nicht mehr 
Null ist; die Grösse des letzteren ist dann 

^iflog rdm = 2jrp , 
wenn (f die Dichtigkeit der Masse m im Pimkte jtf bezeichnet. 
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Liegt endlich der Punkt M auf der Begrenzung der Fläche « 
und bat er die Dichtigkeit q, so ist: 

wo E eine willkarliche Zahl zwischen und 1 bedeutet. 

63. Bei Betrachtung der räumlichen Polarcoordinaten 
eines Punktes Jlf in § 59 hatte sich gezeigt, dass der von 
einem gegebenen Pole nach jenem Punkte M gezogene Radiue- 
vector r ein thermometriecher Parameter ist und dass die 

Function 1- -B hei coostanten Werthen von A und B die 

entsprechende thermometrische Function ist 

Nach § 55 ist daher die .Summe 

T + T^ + ^+- + C, 

worin Ä, A', A", , . . C Constante und r, r , r", ... die ans 
den Polen 0, 0', 0", . . , nach dem Punkte M gezogenen 
Radienvectoren sind, ebenfalls eine thermometrische Function. 
Der Differentialparameter erster Ordnung P dieser Function 
ist die geometrische Summe der partiellen Parameter 

A ' A' A" 

"F' 75' 7^" ■■■' 

die auf den entsprechenden Kadienvectoren r, r', r", ... in 
entgegengesetztem Sinne auizutragen sind. 

Bei dem Beweise (§ 59), dass ^%{—\ ™ ist, war vor- 
au^esetzt, dass r nicht gleich Null oder dass der Funkt M 
nicht der Pol selbst ist. Betrachten wir nun den Wertb von 
jjJ—\ für r = 0, indem wir Ton der allgemeinsten Definition 
des DiEferentialparameters als der cubischen Ausdehnung aus- 
gehen. 

Bedeutet V ein beliebiges Volumen und nimmt man an, 
dass jeder Punkt seiner Oberfläche S mit einer dem Parameter 
erster Ordnung der Function — geometrisch gleichen Ge- 
schwindigkeit in dem dem r entgegengesetzten Sinne verschoben 
wird, so erhält man für die cubische Ausdehnung des Vo- 
lumens V in der Zeiteinheit den Ausdruck 
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^„_|_^co8(r«)dS', 



worin n die Bichtnng der äasseren Normale der Oberfläche S 
bezeichnet 

Der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck ist, wie 
in g 5 gezeigt wurde, das Element da eines Kugelflächen- 
stflckea a vom Radius 1 und Gentium 0, welches durch einen 
Kegel, dessen Spitze in und dessen Grundfläche dS ist, aus- 
geschnitten wird. Setzt man also 



-j- cos (rn) (?jS = + du , 



so gilt das Zeichen — fOr den Fall eines Eintritts, das Zei- 
chen -|- för den Fall eines Austritts des ßadiusvectors aus 
der £ugelßäche. Liegt also der Pol ausserhalb des Volu- 
mens V, 80 liefert die Integration nach r die Summe 

da — d«j -\- ds — da -\- ■ ■ ■ , 
die ans einer geraden Anzahl gleicher Glieder mit abwechseln- 
dem Vorzeichen besteht Daher wird hier -jt = 0, folglich ist 

wenn der Punkt M mit dem Pole zusammen ^It, 
d. h. in diesem Falle ist — eine thermometrische Function. 
Liegt aber der Pol innerhalb des Volumens F, so führt die 
Integration nach r auf die Summe 

~ dff + dtf — da -\ , 

die eine ungerade Anzahl entgegengesetzt gleicher Glieder 
enthält. Es ist daher 



--/.»=- 



4iti 



mithin wird die Grenze, der sich die Ausdehnung der Volu- 
meneinheit in der Zeiteinheit nähert, nämlich der Ausdruck 

i_dV _4k 

F dt ~ F' 

wenn sich alle drei Dimensionen von V der Null nähern, der 
Pol aber innerhalb des Volumens bleibt, unendUch gross. 
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Mao bat also f Qr r <== f(lr den DifFereDtialparameter zweiter 
Ordnuiig ^^f—\ zwei Werthe: und öo. 

Gesetzt nun, jeder Punkt der Oberfläche S des Volumens 

V verschiebe sich mit einer Geschwindigkeit, die dem Differen- 
tialparameter erster Ordnung F der Function 

gleich ist. Dadurch erhält das Volumen eine cubiache Aus- 
dehnung 

/Peo8(P») dS='- An.{A -\- A' -^ A" -\ ), (53) 

die nur diejenigen von den Gonstanteu A, A', A", . . ., welche 
den innerhalb des Volumens V gelegenen Polen 0, 0', 0", . - , 
entsprechen, enthält. Dividirt man den Ausdruck (53) durch 

V und lässt alle drei Dimensionen dieses Volumens sich der 
Null nähern, wobei jedoch einer der Pole innerhalb des Vo- 
lumens bleiben soll, so erhält man in der Grenze: 

. /A , A', A" , ■ \ 

Nehmen wir nun an, die Anzahl der Pole 0, 0', 0", . . . 
sei unendlich gross, so dasa dieselben eine eontinuirliche Raum- 
grösse (eine Linie, eine Fläche oder ein Volumen) bilden, deren 
Masse m die Dichtigkeit q habe, und untersuchen wir die 
Function des Punktes M, die durch das Integral 

(54) 

das sich Ober die Masse m erstreckt, ausgedrückt ist; dabei 
bedeute r den Abstand des Punktes M von dem Elemente dm. 

Liegt der Punkt M ausserhalb der Masse m, so ist diese 
Function offenbar eine thermometrische, da ja jedes Element 
— diese Eigenschaft hat Für einen in der Masse m ent- 
haltenen Funkt dagegen vertiert sie diese Eigenschaft. Um dies 
zu beweisen, wollen wir den Werth des DiSerentialparameters 
zweiter Ordnung bestimmen. 

Denken wir uns ein beliebiges Volumen V und nehmen 
wir an, dass jeder Punkt seiner Oberfläche verschoben wird 



/^, 
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mit einer Geschwindigkeit gleicL dem Differentialparameter P 
der Function (54). Mit Hilfe der Formel (53) ergiebt sich 
fOr die cnbiscbe Ausdebnung des Volumens V der Ausdruck 

^^ A 

wo (t der im Volumen F enthaltene Theil der Masse m ist; 
daher hat man für die mittlere cubische Ausdehnung der Vo- 
lumeneinh^it in der Zeiteinheit den Ausdruck: 

r dt "^ *" y ' 

Ist m die Masse einer Linie oder einer Fläche von der 
endlicbea Dichtigkeit q in jedem Punkte, so wird diese Grösse 
unendlich gross, wenn alle drei Dimensionen Ton V unendlich 
klein sind: daher ist dann: 



^'ß 



Wenn aber die Masse m eine Baumgrosse von drei Di- 
mensionen erfüllt und die Dichtigkeit t} in jedem Punkte end- 
lich ist, so erhält man, wenn man für V das Volumen der 
Masse (i wählt und alle drei Dimensionen desselben sich der 
Nnll nähern lässt, in der Grenze: 

J,J'-^--int, (66) 

WO 9 ^ lim ~ die Dichtigkeit in demjenigen .Punkte M ist, 
in den alle Punkte des Volumens V zusammenfallen. 

Gesetzt, der Punkt M liege auf der Oberfläche der Masse m 
und wählen wir für V ein beliebiges Volumen, das diesen 
Punkt enthält; es sei fi der in diesem Volumen enthaltene 
Theil der Masse m und T" ihr Volumen. Man hat dann: 
'^i f~ = — 43r • lim {^)j ■ lim (-yj . 

Hierin ist lim ( -^ | die Dichtigkeit p im Punkte M, während 
lim [-y] jede beliebige Zahl e zwischen und 1 bedeuten 
Man hat also allgem 

- 4x0 1, (56) 



V^ = - 



wo man für einen äusseren Punkt M immer e ==0, fSr einen 
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inneren e =■ 1 zu setzen hat, während för einen aaf der Ober- 
fläche der Masse m gelegenen Pnnkt ^ c ^ 1 ist 

Die beiden in den letzten §§ betrachteten FunctionMt (52) 
und (54) finden in der Mechanik und in der matherastischen 
Physik sehr wichtige Anwendung. Wir werden im zweiten 
Capitel der Statik auf dieselben zurflckkommen, wo wir Me- 
thoden zu ihrer Berechnung ftlr gewisse Massen geben und 
ihre Eigenschaften genauer untersuchen werden. 

Lame nennt den thermometrischen Parameter, betrachtet 
als Function der entsprechenden thermometrischen Function, 
die inverse Fimeiion. In Form solcher inversen Functionen 
lassen sich unter anderen die Exponential- und die elliptischen 
Functionen darstellen, wie wir in § 57 u. £f. gesehen haben. 
Eingehende Untersuchungen über die inversen Functionen, von 
diesem Gesichtspunkt aus betrachtet, findet man in dem Werke 
von Lam^; „Le^ons sur les fonctions inverses des transcen- 
dentes et les surfaces isothermes."*) 

Wir werden nun noch andere bemerkenswerthe Folgerungen 
betrachten, die sich aus den Ausdrücken für die Variationen der 
Masse einer Fläche und der Masse eines Yolnmeiu ei^eben, 

63. Denken wir uns Ober die Fläche 8 eine Masse m 
vertheilt, deren Dichtigkeit nur eine Function der Punkte der 
Fläche ist, d. h.: von der Zeit nicht explicit abhängt; die 
Punkt« dieser Vläche sollen sich auf der Fläche selbst ver- 
schieben mit einer Geschwindigkeit, die dem Difierentialpara- 
meter erster Ordnung p einer gegebenen Function tp geome- 
trisch gleich ist. Die dadurch herbeigefabrte Variation der 
Masse m ist dorch das Integral 

dm = Stjgp coa(pn)ds 
ausgedrückt, welches aber die Begrenzung s auszudehnen ist 
und in dem « dje Richtung der in der Tangentenebene von S 
liegenden äusseren Normale dieser Begrenzung bedeutet. An- 
dererseits hat man nach den Formeln (9) und (10) § 47: 

*) Aach die Abhandlong von H&ton de la Ooupillifere „Memoire 

sor une nouvelte throne gän^rale des lignea itothermeB et dn potentiel 
cylindriqne," die sich in dem Joum. de l'fic. Polyt. S8°" cahier p. 16 findet, 
enthält intereBsante Uutereucbungen über die tbennometrischeD Functio- 
nen, die isothermiacben Linien nnd die iaothermiacben FlBiCben. 
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dm -"/"(Äp + p^j? 
worin sich die Integration über die Fläche S erstreckt.*) 

Setzt man diesen Ansdruck gleich dem vorhergehenden 
und dividirt durch St, eo ergiebt sich: 

f^t '^^ + A ^* f"^^ = ßp •"'^ "^"^ '^^ ■ (^') 

Bezeichnet man mit p' den DifiFerentialparameter erster Ord- 
nung der Function p, die, wie vorausgesetzt, t nicht esplicit 
enthält, so hat man 

^^=p' cos (p'p)p = pp' 
(fl. Kinematik § 112, S. 243); hiermit geht Formel (57) Ober in: 
Jpp' dS -i-Jtf^i<pdS =^Jqp cos ^m) ds . (58) 

Dabei sind q und qi willkürliche Functionen, die nur der Be- 
dingung unterworfen sind, dass sie selbst, sowie ihre Differen- 
tialparameter p und p' ftlr jeden Punkt des Flächenraums 8 
je einen bestimmten endlichen Werth haben; J^tp ist eine 
endliche Grösse, die in gewissen Punkten discontinuirlich sein 
kann. Wenn überdiess auch ^^tp der letzteren Bedingung 
genügt, so lassen sich die Functionen (» und ip vertauschen; 
man erhält dadurch: 

Jpp'dS -\-Jifi tä^ifdS •^Jtpp' cos(p'rt)ds., 
Subtrahirt man diese Formel von (58), so ei^iebt sich die 
Gleichnng 

J^J^fpdS—jip^^^dS =/pj)cos {pn)ds —J<f>p'eoa(ß'H)ds, (59) 

die eine bemerkenswerthe gegenseitige Beziehung der Functio- 
nen Q und 9) zu einander ausdrückt 



*} Dieae Formel lässt aicii folgendermaBsen leicbt direct ableiten. 
Hao kann die Hasse m als Summe der Elemente (fdS anaehen und die 
Taiiation 9m ala Summe der Variationen jedes einzelnen Elements. Die 
VariatioD eines einselnen Elements kann man aber in der Foim darstellen 

9(fid8)—{ie + 9 ^j^d8 = (3g + e^,(fSt)dS; 

fblgUch ist: 

ffnt =y*(*j + qj^^at)dS. 
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64. Setzen wir nun die Fläche S als eben Torans und 
bezeichnen wir mit r den Radiusvector, der von eioem be- 
liebig in dem Fläcbenraum S gewählten Pole nach ii^eud 
einem Punkte dieses Flächenraums oder dessen B^p-enzang s 
ftihrt; endlifih sei 

p = log(r). 
Für r mmO wird p = — cxj, also darf die Integration auf der 
linken Seite der Gleichung (59) nicht über die ganze Fläche S 
ausgedehnt werden; dagegen wird nichts entgegenstehen, diese 
Integration fiber denjenigen Theil der Fläche S auszudehnen, 
der von der Begrenzung s und von der Peripherie eines Krei- 
ses begrenzt wird, welcher aus als Gentmm mit einem so 
kleinen Badius. e beschrieben ist, dass er ganz in die Fläche S 
hineinlallt. Man muss dann auf der rechten Seite der Glei- 
chung (59) die Integration über die Begrenzung s und die 
Peripherie des Kreises vom Radius c ausdehnen. Dabei ist 
zu beachten, dass für alle Elemente dS auch jJ^log(r) = 
ist und dass der Parameter j?' gleich — und längs r gerichtet 
ist; dadurch geht die Formel (59) Über in die folgende ' 
/ log(f) ^i<f)dS «= /log(r)jpco8(jm)d[s — /go — cos (rn)d8 • 
+ / log W P ^°^ Cp«) ds ~ I tp — cos (rn) ds , (60) 

worin / eine Integration über die Peripherie des Kreises vom 

ßadius e bedeutet. Unter diesem Integralzeichen bat man 
r ^ t und cos (rn) = — 1 zu setzen; bezeichnet nun ca den 
Winkel, den der Radiusvector r mit einer beliebigen festen 
Axe bildet^ so ist ds = edio; also wird 

I log(r)i>cos(pM)(fo = — *Iog(£) ip cos(j>«) da , (Gl) 
— I y — cos (rn) ds ^ fp, i dm ^ 2aip, , 

wobei 9), der Mittelwerth ist aus allen Werthen, die die 
Function 9) auf der Peripherie des Kreises vom Radius g hat. 
Wird £ unendlich klein und geht in Null über, so erhält 9)1 
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den Wertli, den y im Punkte hat Die Grösse e log e ist 
bekanntlich gleich Null fßr e = 0, während fp cos (pe) dat 
einen endlichen Werth hehält ; daher wird (61) zugleich 
mit E zu Null; folglich geht die Formel (60) für s = in die 
folgende über: 

/ log(r)-i/j9)rfS= / log(r)jH308(fm)tfc — / q> —(iOB(m)ds-\-2^ip,{Q2) 

wo die Integration auf der linken Seite über die ganze Fläche S 
auszudehnen ist. Dies ist hier zulässig, weil der auf die Kreis- 
fläche vom Radius f bezügliche Theil des Integrals unendlich 
klein iet. Wegen dS ^rdrdca hat man nämlich 

Aog (r) iJgtpdS = riog (r) ^^ip ■ rdrdo} ; 
integrirt man nun über die Fläche des Kreises (s) und be- 
zeichnet mit 3f [log (r) ' rz/^qp] den Hittelwerth aus allen 
Werthen der Function log(r)-r^jg) auf einem beliebigen Ra- 
dius r zwischen und f, so hat man: 

/log(r) z/g?. - rärda = e/j(f[log(r) • rj^tp] da . (6ß) 

Da die Grösse log (r) ■ r für r •= e einen unendlich kleinen 
Werth hat und jä^ip im Allgemeinen endlich ist, so ist der 
Werth Jtf [log (r) - r^^tp] unendlich klein; ausserdem ist in (63) 

das Integral / mit der unendlich kleinen Grösse e multiplicirt; 
folglich ist der ganze Ausdruck (63) unendlich klein. In (62) 
kann man femer p cos (pn) = -^ setzen, wenn man mit dn 
die Verschiebung eines beliebigen Punktes der Begrenzung 
längs der äusseren Normale bezeichnet. 

Die Formel (62) liefert einen bemerkenswerthen Ausdruck 
für den Werth, den die Function <p in einem beliebigen 
Funkte der Fläche S hat, nämlich: 

'"=2j[/'»8W^-'«'S+/''F'»'("')*-/'°B('-)S*]- (^^> 
Diese Formel sagt aus, dass eine einwerthige endliche Function 
tp der Pankte einer gegebenen Fläche S sich bestimmen lässt, wenn 
h^annt ist: 1) der Wertk ihres Dtßerentialparameters zweiter 
Ordnung J^ip in jedem Funkt der Fläche S, 2) der W^h der 
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FfirKtion seiist in jedem Punkt der Begrenzung s und 3) der 
WerHi der ProjecHon -ß des Differentialparameters erster Ord- 
nung auf die äussere Normale für die Funkte der Begrenzung, d. h. 
der TTerfÄ der Berivirt^ von tp bezüglich einer zu der Begrenzung 
normalen Verschi^yu,ng. Ist der Werth von y für jeden Punkt der 
Begrenzung gegeben, so kennt man die Werthe der Derivirten 
j- bezüglich einer Verschiebung längs der Begrenzung; diese 
Grössen bestimmen in Verbindung mit dem gegebenen Werth 
von -^ die Grösse und Richtung des Parameters erster Ord- 
nung p in jedem Punkte der Begrenzung. Ist umgekehrt die 
Grösse und die Richtung des Parameters p in jedem Punkte 
der Begrenzung s gegeben, so kann man seine beiden Compo- 

nenten 3^ und -ß^ bestimmen: indem man die letztere nach 

dn ds ' 

s integrirt, findet man ip für jeden Punkt der Begrenzung. 

Wenn für alle Punkte der Fläche S die Relation z/^^j = 
besteht, so ist die Function (p eine thermometrische ; in diesem 
Falle giebt die Formel (64); 

9 = Y^ [ /"y ~ CO« (»"») ds - /"log (r) ^ dsj . (65) 

Daher lässt sich der Werth äner äiermometrischen Function in 
jedem Punkt ei««r g^^)ene» Fläche hestimmen, wenn für jeden 
Punkt der B^enzung dieser Fläche gegä>en ist: 1) der Werth 
der Function seihst und 2) der Werth ihrer Derivirten bezüglich 
einer zu der Begrenzung normalen Verschidmng. 

In der allgemeinen Formel (64) stellt derjenige Theil, der 
aus Integralen, die sich über die Begrenzung s ersti-eckeu, be- 
steht, immer eine gewisse thermometrische Function dar. Die 
Formel (64) liefert lüimlich 

^,9-^,Jlog(r)|f.iS+^,ji[J»ico.(™>&-J'log(r)^*]j, 

und wenn man in der in § 61 S, 137 gefundenen Formel 

^g/log(r).pdS=2«p 
Q = -^ setzt, so hat man 
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Man sieht hieraus, daas sich jede thermometrische Function ^ 
als Summe der beiden folgenden Functionen darstellen lässt: 

■P" - ^ [ J» y »o, im) is ~|"log (r) f-^ äs] . (66) 

I>ieselbett haben folgende Eigenschaften: die erstere, ^', ist keine 
thermometrische Function für die Punkte der Fläche S und 
gehört zu der Functionsgattung (52), d. h. sie stellt sich dar 
als das Int«gral des Products von log (r) in das Element einer 
über die Fläche S vertheilten Masse m, deren Dichtigkeit p = -^ 
bt; die zweite Function, <p", ist eine thermometrische und ist 
nur durch die Werthe der Function tp selbst, sowie ihrer De- 
rivirten nach einer normalen Verschiebung für die Punkte der 
B^renzung bestimmt. 

Nach Formel (64) ist 

qo" = ^ r jfp" ~ coa {rn) ds — /log (r) -^- ds\ ; 
subtrahii-t man dies von dem Ausdruck (66), so findet man: 

Ä [ J '''' V '^°'^ f*"") ^^ "/"'"^ ^''^ %^^=^''' 
man hat also hei Anwendung der Formel (64) auf die Function 
tp' den auf die Begrenzung bezüglichen Theil gleich Null 
zu setzen. 

65. Nehmen wir nun an, es sei m die Masse eines von 
der Fläche S begrenzten Volumens F; die Dichtigkeit p der 
Masse m sei eine Function des betreffenden Punktes allein, 
d. h. nicht explicit abhängig von der Zeit t. Denken wir uns, 
wie in § 52, eine Verschiebung, bei der die Geschwindigkeit 
in jedem Punkte der Differentialparameter erster Ordnung P 
einer gewissen Function tp ist. Man hat dann ^-=0, und die 
Variation Sm der Masse ist daher durch das über die Ober- 
fläche S auszudehnende Integral 
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3m = StfgPcos (Pn) dS (67) 

dargestellt; dabei ist » die Richtiing der äusseren Normale 
von dS. 

Andererseits ei^iebt sich aus den Formeln(23) und(24) S. 1 17. 
6m =f{S(f + QJ^(pSt)dr*) 
wobei die Integration sich auf das Volumen V erstreckt. Be- 
zeichnet man mit F' den Differentialparameter erster Ordnung 
der Function p, so ist (vergl. Kinematik, Cap. XII) 

ÖQ = P' cos {P'P) PSt; 
daher wird: 

Sm = dtfPP'dr + StfgJitpdV. 
Setzt man diesen Ausdruck gleich (67) und dividirt durch St, 
so ergiebt sich: 

fPP' dV +f(>^,<pdV =^f(,P eos{Pn)dS . (68) 

Hierin sind p und <p willkürliche Functionen, die nur der Be- 
dingung genügen müssen, dass sowohl sie selbst als auch ihre 
Differentialparameter P und P' in jedem Punkte des Volumens 
conti nu tri i ehe endliche eii^werthige Grössen bleiben sollen; 
dabei hat ^^ip nur einen endlichen Werth in jedem Punkte 
und bleibt in der ganzen Ausdehnung des Volumens V end- 
lich, kann aber discontinuirlich sein. Genügt überdies auch 
^jp dieser letzteren Bedingung, so kann man in Formel (68) 
p mit <p und 9) mit p vertauschen; man erhält dadurch: 

fprdr-i-fq>^^QdV=f<pP-co^(p-n)dS. 
Durch Subtraetion dieser Gleichong von (68) erhält man die 
Formel 
f(f/}^ipdV—fv^i^dr^fpPaos(Pn)dS-fvF'cos{P'n)dS,{G9) 



*) Diese Formel kann man auf folgende Weise direct erhalten. Di 
Variation rft» iat die Snrame der Variationen jedes Elemeuts der MaaHC n 
die Variation einea eolchen einzelnen Blementa qdV ist aber: 

HgdV) = {sf + « i'^r\dF = (äQ + QJ.V'I) d F; 

folglich iat: 
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welche eine gewisse wechselseitige Beziehung der Functionen 
9> und if zu einander ausdrückt. 

Die Formeln (68) und (69) entsprechen den Formeln (58) 
und (59) in § 63, die sich auf Functionen eines Flächenpunktea 
bezogen, und führen zu ähnlichen Folgerungen. 

66. Bezeichnen wir nun mit r einen Badiusvector, der 
von einem innerhalb des Volumens V gewählten Pole nach 
einem beliebigen anderen Punkte dieses Volumens führt, und 
setzen wir: 



Da dann p = oo wird für r ^ 0, so sind wir nicht berech- 
tigt, die Integration auf der linken Seite der Gleichung (69) 
Aber das ganze Volumen V auszudehnen. Doch ist es zulässig, 
die Integration über denjenigen Theil des Volumens V aus- 
zudehnen, der zwischen der Fläche S und einer Eugelober- 
fläche Hegt, deren Centrum und deren Radius e so klein 
iat, dass die Kugel ganz innerhalb V liegt. 

Unter dieser Voraussetzung hat man auf der rechten Seite 
der Gleichung (69) die Integration über die Fläche S und die 
Oberfläche der erwähnten Engel auszudehnen. Ueberdies hat 
man ^^p ^ ^, (—] ^ und für P' die Grösse — s zu setzen: 

diese Grösse ist auf r in entgegengesetztem Sinne aufzutragen. 
Dadurch erhält man aus Formel (69): 

f~ ^itpdV= /*i F cos {Fn) dS + C^ i cos {rn)dS 
+ Ji- P cos {Fn) dS -\-Jfp ^ cos {rn) dS ; 

hierin bedeutet / eine über die Kugelflache vom Radius £ aus- 
zudehnende Integration; man hat daher unter diesem Integral- 
zeichen r ^ e und cos (rn) •= — 1 zu setzen. Bezeichnet man 
mit ff die Oberfläche einer Kugel vom Radius 1 und vom 
OentTum und mit da ihr Element, das von einem Kegel, 
dessen Spitze und dessen Basis dS ist, ausgeschnitten wird, 
so hat man -j cos (rn) dS = —da; folglich ist 
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fy P COS {Pn)dS = — £rP cos (Psytf, (70) 

f (p—i coB {rn)dS <= — (p, f da =^ — Aaip, , 

wo <p, der Mittelwerth unter aJlen Werthen ist, die die Func- 
tion ip anf der Oberfläche der Kugel vom Radius e hat. Ist 
nun e unendlich klein and nähert sich der Null, so erlangt 
9, den Werth, den qo im Punkte hat; dabei behält/P cos (P«)rfö 
einen endlichen Werth; folglich wird die Grösse (70) för 6 ■= 
zu Null, and die Formel (69) giebt 

ly^^tpdV= fyPcoa(Pn)dS-\- ffpy,cos{rn)dS-4«ip,i^^) 

worin linke Über das ganze Volumen V zu integriren ist. Dies 
ist deshalb zulässig, weil der auf das Yolumen der Kugel vom 
Radius g bezügliche Theil des Integrals unendlich klein ist. 
Man kann nämlich dV = r*drda, also 

1 — J^ipdV "= I ^^<p , rdrda 

setzen; bezeichnet man nun mit M{/J^tp . r) den Mittelwerth 
aller der Werthe, welche die Function jd^sp.r für die auf 
einer beliebigen Richtung r zwischen dem Oentrum und der 
Kugeloberääche vom Radius e gelegenen Punkte hat, so ist 

py^^fpdV^-' 6 fM{^^9 . r)da, (72) 

wo J eine übet die Kugeloberääche ff auszudehnende Integrar 

tion bedeutet. Hier hat nun M{^^ip.r) bei unendlich klei- 
nem t einen unendlich kleinen Werth, und ausserdem ist f 

mit 6 multiplicirt; daher ist der Werth des Integrale (72) un- 
endhch klein. 

In Formel (71) kann man 

i>co.(P»)_^ 

setzen, wenn ^ die Derivirte der Function (p bezüglich der 
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Yerschiebimg dn eines beliebigen Punktes der Fläche S längs 
der äusseren Normale von S bedeutet. 

Löst man die Gleichung (71) nach (p auf, so erhält man 
einen bemerkenswertheu Ausdruck für den Werth, welchen 
diese Function in einem beliebigen Punkte dea Volumens V 
hat, nämlich: 

»— iJi^,9<JF+i[J'i|fdS+_/V^«o»(r»)is].(73) 

Diese Formel zeigt, dass dne emwerfhige continuirlich^ Func- 
tion q> sieh in jedem Punkte inn^-haih eines gegä>enm Volumens 
V besümmen lässt, wenn bekannt ist: 1) der Wertk ihres Diffe- 
rentialparamet^s zweiter Ord/nung in jedem Punkte des Volumens, 
3) der Wertk der FuncÜen selbst für jeden Put^t der Oberfläche 
dieses Volumens und 3) für jeden Ptinhi der Oberfläche der 
Werlh der Projedion des DifferenHalparameters erster Ordnung 
auf die Normale der Oberfläche oder, was dasselbe ist, der Werth 
der Derimrten der FuncHon ip besüglich einer zu der Oberfläche 
normalen Verschiehmg für jeden Punkt der Oberfläche. 

Ist der Werth von y für jeden Punkt der Oberfläche S 
gegeben, so ist die derivirte Function von rp bezüglich jeder 
die Fläche 8 tangirenden Verschiebung bekannt Zwei solche 
Derivirte in Verbindung mit der Derivirten -^ bezüglich 
einer normalen Verschiebung bestimmen die Grösse und Rich- 
tung dea Differentialparameters erater Ordnung P in jedem 
Punkte der Fläche S. 

Ist ^g^ = für alle Punkte des Volumens V, ao ist y 
eine thermometrisehe Function; die Formel (73) giebt dann: 

«'-^[/l^'iS+JyicosMÄs]. (74) 

Hieraus sieht man, dass der Werth einer th&Tnometriscken 
Function in jedem PunJde eines gegebenen Volumens sich be- 
stimmen lässt, wenn für jeden Punkt der Oberfläche der W&-th 
der Function selbst und der Qirer Derwirten bezüglidi einer zur 
Oberfläche normten Verschiebung bekannt sind. 

Der Theil der Formel (73), der die auf die Oberfläche 
ausgedehnten Integrale enthält, stellt immer eine thermo- 
metrisehe Function dar. Man hat nämlich aus (73): 
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Set'ft man nun ia der Formel (55), nämlicli 

p = A?. ein, ao folgt 

daher ist: 

M'^l I't^^^'^ j'q> l, cob {rn)dS]\= 0. 

Hieraus folgt, daas jede nieht thermometrisclie Function qo eicli 
als Summe zweier Functionen 

<P" = i- [J-f f^ dS + JV p cos (rn)dS^ (75) 

darstellen lässt. Diese Functionen besitzen folgende Eigen- 
schaften: die erste, ip', ist eine nicht thermometrische Func- 
tion für die Punkte des Volumens V und geh&rt zu der Func- 
tionagattung (54), d. h. sie lässt sich durch das Integral Ton 
— , multiplicirt mit dem Element derjenigen Masse m, darstellen, 
deren Dichtigkeit in jedem Punkte des Volumens Y durch 
<f == — j- ^i'P ausgedrückt ist; die zweite Function, <p", ist 
eine thermometrische und bestimmt sich allein mit Hilfe der 
Werthe, welche die Function tp selbst und ihre Derivirte be- 
züglich einer Normal Verschiebung für die Punkte der Ober- 
fläche haben. 

Nach Formel (74) hat man 

f" -h[jT% •'^ +J'f" ?■ "'" ("')'*''] i 

suhtrahirt man dies Ton dem Ausdruck (75), so folgt: 



izecy Google 



d. h. der auf die Oberflache des Volumens V bezügliche Theil 
ist für die liSmction tp' gleich Mull. 

Die Formeln (59), (64), (69), (73) finden sowohl in der 
reinen Analysis, als auch in der mathematischen Physik sehr 
wichtige Anwendung. Man nennt sie die Grem'schen For- 
meln, weil dieser Geometer die Formeln (69) und (73) ^uf die 
Lösung von Problemen aus der Elektrostatik und dem Magne- 
tismus angewendet hat*) 

•) S, die ALhan^luDg von Green: „An Essay ou tbe application 
of mathematical Analysie to the theories of Electricitj and MagnetiBm" 
in Crelle's Journal, Bd. 39, 44, 47. 
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Capitel I. 

Der continuirliche materielle Eorpei. — Der materielle Punkt. — Sätze 
der Mechanik, welche die Abhängigkeit der kiDema. tischen GröBsen der 
Bewegung eines materiellen Punktes von den Ursachen der Bewegung 
bestimmen. — Dynajniache Masse eines PDnhtes und eines KCrpers. — 
Maaaa der Kraft. — Geometrische Derivirte der Kraft — Znsammen- 
setzung der KiÄfte. — Gleichheit der Action und Reaction der Mole- 
cularkräfte. — Trägheitsmittelpnnkt. — Gesetz der Erhaltimg der 
Bewegung des Trfigheitsmittelpnnktea. 

1. Die Statik und die Dynamik behandeln die Ruhe und 
die Bewegung der physischen Körper. Wenn man solche 
Ruhe- oder Bewegungszastände betrachtet, die von der inneren 
Structur des Körpers, d. h. von der Gestalt und Lage der die 
Materie des Körpers bildenden unmessbar kleinen Theilchen, 
nicht unmittelbar abhängig sind, so setzt man voraus, dass das 
ganze sichtbare Volumen des Körpers von continuirlicher Materie 
erfüllt sei; der wirkliehe Körper wird also durch einen fingir- 
ten, continuirlichen Körper ersetzt, dessen Buhe oder Be- 
wegung genau oder wenigstens annähernd dieselben Erschei- 
nungen darbietet, wie sie der wirkliche Körper zeigen würde. 

Unter der Voraussetzung nun, dass das Volumen des 
Körpers continuirlich von Materie erfüllt sei, theilt man das- 
selbe in Differentialelemente von drei unendlich kleinen Dirnen-, 
sionen und bestimmt die Lage jedes solchen Elements durch 
die L^e eines seiner Punkte; daher repräsentirt ein solches 
Element einen Funkt, der mit einer gewissen Materie behaftet 
ist und heisst deshalb ein materieller Rtnkt. 

Ueberhaupt betrachtet man einen Körper von endlichen 
oder unendlich kleinen Dimensionen als einen materiellen Punkt, 
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wenn man sich mit der Untersuchung der Ruhe oder Bewegung 
eines einzigen Pnnktes begnügt, der entweder dem Volumen 
des Körpers angehört, oder zwar ausserhalb desselben liegt, 
aber mit den Punkten des Körpers in geometrischer Verbin- 
dung steht In diesem Sinne wird z. B, ein fallender Körper, 
ein Planet in seiner Translationsbewegung tun die Sonne, ein 
in Bewegung begriSener Eisenbahnzug als Punkt bebandelt. 
Zunächst werden wir unter einem materiellen Punkte einen 
continuir liehen Körper von drei unendlich kleinen Dimensionen 
verstehen. 

2. Die Ruhe eines materiellen Punktes, sowie die Ge- 
schwindigkeit und alle Beschleunigungen seiner Bewegung, 
sind von zwei Ursachen abhängig: von der Trägheit der Materie 
und von den Kräften. Diese Abhängigkeit bestimmt sich auf 
Grund folgender Sätze, die man in der Mechanik als Hypo- 
thesen aufgestellt hat, die aber durch die Uebereinstimmung 
der aus ihnen gezogenen Schlussfolgerungen mit der Erfahrung 
ihre Bestätigung gefunden haben. 

I. Trägheit nennt man eine Eigenschaft der Materie, 
die für einen einzelnen materiellen Punkt in Folgendem besteht: 
ein in Rtthe befindlicher und von der ihn umgä)endeit Materie 
abgesonderter maierieller Punkt bleibt im Zustamde der Etdw, 
d. h. er kann von selbst nicht anfangen sich zu bewegen. 

Er geräth in Bewegung durch die Antcesenheit von amser 
ihm vorhandener Materie. Diese Einwirkung der äusseren Ma- 
terie mrd einer Ursache zugeschrieben, die man Kraft' nennt. 

Wenn sich ein materieller Punkt eine gewisse Zdt hindurch 
unter der Wirkung einer Kraß bewegt und diese Wirkung dann 
au/hört, so bewegt sich der Punkt in der nun folgenden Zeit in- 
folge der Trägheit mit einer nach Grösse und Riditung constanten 
Geschunndigkeit, d. h. er bewegt sich gleichförmig längs einer ge- 
wissen geraden Linie. 

Jede^nal, wenn ein Punkt si^ gleichförmig in gerader lAnie 
forS)ewegt, wirkt auf tA« keine Kraft; daher ist die Kraft nicht 
nur die Ursache, infolge deren ein rtihender Punkt anfängt sich 
m bewegen, sond^^ auch die Ursache der SestMeunigutigen 
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Ein Punkt, bei dessen Sewegung Beschleunigwngen aufbreten, 
unterliegt der ständigen Einwirkung einer Kraß. 

II. Eine Kraft Itann dem rahenden materidlen Punkte nicht 
augenblickiieh eine Geschwindigkeit ertJml&t, d. h. die Kraß muss 
während eines gewissen Zeitraums wirfcen, um dem Punkte eine 
gewisse Geschwindigkeit zu ^heilen. 

Die Beobachtung zeigt, da^e, wenn eine Kraft bewirkt, 
daaa ein ursprünglich ruhender Punkt den Weg in der Zeit 
t durchläuft, die mittlere Geschwindigkeit — desto kleiner ist, 
je kleiner c, und unendlich klein wird, wenn t nnendlicb klein 
ist; daher ist die Grenze, der sich das Verhältnisa — nähert, 
wenn t sich der Null nähert, Null, d. h. die Geschwindigkeit 
im Anfange der Bewegung ist gleich Null. 

Diese Hypothese bestätigt sich vor allem durch die Ge- 
setze des freien Falles. Der fallende Körper durchläuft nämlich 
infolge der Wirkung derjenigen Kraft, die man sein Gewicht 
nennt, einen dem Quadrat« der Zeit proportionalen Weg; wenn 
man also das constante Verhältniss des durchlaufenen Weges 
zum Quadrat der Zeit mit a bezeichnet, so hat man o = ar^; 
folglich ist die mittlere Geschwindigkeit während der Zeit z 
gleich — ^ ar: sie ist also unendlich klein fQr unendlich 
kleines i und wird zu Null für t ^ 0. Die Hypothese lässt 
sich auf andere Kräfte entweder auf Grund der Analogie oder 
auch dadurch ausdehnen, dass man die Wirkung einer Kraft 
durch die Wirkung eines gewissen Gewichtes ersetzen kann. 

Indessen giebt es io der Mechanik Kräfte, die man augen- 
Uiddiche oder Momentankräße nennt. Man bat unter dieser 
nngenauen Benennung solche Kräfte zu verstehen, die einem 
Punkte eine endliche mesabare Geschwindigkeit in einer un- 
messbar kleinen, aber endlichen Zeit ertheilen. Derartige 
Kräfte treten z. B. bei dem Stoss der Körper auf. 

. in. Die Ursache einer aus m^reren anderen Pew^ingen 
zusammengesetzten Bew^ing (vergl. Kinematik Cap. I) ist die 
gleichzeitige Existenz derjenigen von einander wnc^hängigen Ur- 
sachen, wdche die Sewegungscomponenten hervorbritigen. Um- 
gekehrt erzeugt die gleichzeUige und mwibhängige Existme der 
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Ursachen mehrerer Bewegungen die aus jenen Bewegungen resul- 
tw-ende Bewegung. 

Es genügt, diese Hypothese auf die folgende Annahme 



Wenn ein ruhender materieller Punkt M (Fig. 23) infolge 
der Trägheit oder der Wirkung einer Kraft während der Zeit ( 
die geradlinige Wegstrecke MA und in- 
folge der Wirkung einer anderen Kraft 
^'r^ — *\ während derselben Zeit t die geradlinige 

\ ^\\^ , Wegstrecke MB durchlaufen soll, so exi- 

ji — ^£' stufen bei der aus diesen beiden Bewegungen 

resultirenden, d, h. bei der Bewegui^, für 
welche die Sehne MC des in der Zeit t durchlaufenen Weges 
die geometrische Summe MA -\- MB ist, die Ursachen der 
beiden Bewegungscomponenten gleichzeitig. Umgekehrt, wenn 
die beiden Bewegungsursacben während der Zeit t zugleich 
bestehen, so erzeugen sie eine Bewegung, für welche die Sehne MC 
des durchlaufenen Weges die geometrische Summe MA + MB 
derjenigen Wegstrecke ist, die der Punkt in der Zeit t unter 
Einwirkung jeder einzelnen Ursache für sich durchlaufen 
würde. 

Die resultirende Bewegung ist geradb'nig, wenn das Ver- 
hältniss der von dem Punkte in derselben Zeit bei den ein- 
zelnen Bewegungscomponenten durchlaufenen Wege constant 
ist. Nimmt man nämlich die Richtungen MA und MB zu 
Coordinatenasen, so sind MA und MB die geradlinigen Co- 
ordinaten des Punktes C, der die Lage des beweglichen Punktes 
zur Zeit ( bei der zusammengesetzten Bewegung angiebt; ist 
nun das Verbältniss MA : MB constant, so ist auch die 
Richtung MP constant, mithin ist diese Gerade die Trajectorie 
des Punktes C. Hat man in diesem Falle MA = af{t), wo 
rt constant ist, so ist MB = hf{t), wo h eine andere Con- 
stante bedeutet. Folglich sind die den Bewegungscomponenten 
entsprechenden Wege Functionen der Zeit von derselben Art, 
Der Weg bei der resultirenden Bewegung ist eine Function 
derselben Art; denn er ist: 

MC = ya* + 6* + 2äh cos {ÄMB) . f{t). 
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3. In der Kiuematik wurde gezeigt, dass, wenn der be- 
wegliche Punkt in der Zeit / die Geschwindigkeit imd die 
Beschleunigungen v, v,, v^, ... erlangt, die Bew^jang in der 
darauf folgenden Zeit r als zusammengesetzt angesehen werden 
kann aus geradlinigen Elementarbewegungen, deren Richtungen 
die von v, v^, v^, ... sind, wahrend die in der Zeit r zurück- 
gelegten Wege durch die Functionen 

"' 1 ".'■' j^ "<''■■■• ■ ¥7»^ •— '" (1) 

ausgedrückt sind. 

Auf Grund des Satzes III muss man annehmen, dass die 
Ursache der vorliegenden Bewegung während der Zeit t das 
gleichzeitige Bestehen der Ursachen ist, die im Stande sind, 
die Elementarbewegungen (1) hervorzubringen, d. h. das gleich- 
zeitige Bestehen der Ursache der geradlinigen gleicbförmigen 
Bewegung mit der constanten Geschwindigkeit v und der Ur- 
sache der Bewegung, die sich aus allen den durch die Be- 
schleunigungen verschiedener Ordnungen bestimmten Elementar- 
bewegungen zusammensetzt. 

Wenn ein ursprünglich in Ruhe befindlicher materieller 
Punkt unter der Wirkung einer Kraft in Bewegung geräth, so 
ist nach Satz 11 die Anfangsgeschwindigkeit Null; daher ist 
eine solche Bewegung nur durch die dem Beginne der Be- 
wegung entsprechenden Beschleunigungen ü,, Vj, . , . bestimmt 
Denken wir uns nun noch eine Kraft, die denselben ursprüng- 
lich ruhenden Punkt in eine Bewegung mit den Anfangs- 
beschleunigungen «i, Mj, «3, . . . versetzen würde. Nach Satz III 
schbessen wir dann, dass dtirch die gleichzeitige Wirkung 
beider Kräfte während der Zeit r eine Bewegung vor sich 
gehen wird, die aus den lät^s v^, «g, . . . gericEteten gerad- 
linigen Elementarbewegungen 



und den längs %, u^, ... gerichteten geradlinigen Elementar- 
bew^ungen 
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zusammengesetzt ist. Andererseits kann man aber dieselbe 
Bewegung betrachten als znsammengeset^t ans geradlinigen 
Elementarbewegungen, bei denen die Wege die Richtungen 
der geometrischen Summen 

haben und durch die Functionen 

Y ("l + «O^S 273 (^ + %)i% ■ ■ ■ 
dargestellt eind. Das gleichzeitige Bestehen zweier Kräfte er- 
zeugt also eine Bewegung, bei der die Anfangsbeschleunigungen 
die geometrischen Stimmen der entsprechenden Anfang^tesckleu- 
nigungen bei denjenigen Bewegungen sind, welche die Kräfte 
eimeln wirkend hervorbringen würden. Ein solches gleichzeitiges 
Bestehen von zwei Kräften wird als das Bestehen nur einer 
einzigen Kraft betrachtet, die man die Besultante nennt. Die 
beiden Kräfte, welche die Resultante vertritt, heiesen die Com- 
ponenten. 

Man sieht leicht, dass, wenn a und b die Sehnen der 
Yom Punkte in der Zeit r unter der Wirkung der einzelneu 
Componenten zurückgelegten Wege sind, die geometrische 
Summe a + 6 die Sehne des in derselben Zeit r unter der 
Wirkung der Resultante durchlaufenen Weges ist. 

4. Es kann vorkommen, dass bei der gleichzeitigen 
Wirkung zweier Kräfte auf einen ursprünglich in Rohe be- 
findlichen Punkt dieser in Buhe verbleibt; man s^ dann, 
die Kräfte halten sich im Gleichgewicht. Man hat in diesem 
Falle a-\'b = für jedes t, was erfordert, dass «, + % ^= 0, 
Vg + «i = 0, ... und überhaupt ti„ + "« ^ sei, oder 
w„ = — r„ . TTenw also Kräfte im Gleichgewicht sind, so 
sind die Ar^angdieschleunigungen, die sie einzeln wirkend dem 
ursprünglich rvhenden Punkte ertheilen wikden, ent^rechend ent- 
gegengesetzt gleich. 

Infolge dessen betrachtet man die Wirkungen zweier 
im Gleichgewicht befindlichen Kräfte als entgegengesetzt 
gleich. 

5. Wenn ein beweglicher materieller Punkt in der Zeit t 
die Geschwindigkeit v und die Beschleunigungen Vj, v^, ... 
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erlangt hat, so erfolgt die Bewegung während der auf t fol- 
genden Zeit X infolge zweier Ursachen (nach Satz III), nämlich 
infolge der Trägheit und durch die Wirkung einer Kraft, die 
den Funkt mit den Beschleunigungen v^, v^, ... bewegen 
wßrde, wenn er am Ende der Zeit t in Ruhe wäre. 

Denken wir uns nun, die Kraft höre am Ende der Zeit t 
auf zu wirken infolge dessen, dass sie während der auf t 
folgenden Zeit t sich mit einer anderen Eraft im Gleich- 
gewicht befindet. In diesem Falle dauert die Bewegung während 
der Zeit t nur infolge der Trägheit fort (s. Satz I) und muss 
daher geradlinig und gleichförmig sein. Man sieht nun leicht, 
dass die constante Geschwindigkeit dieser Bewegung die am 
Ende der Zeit t erlangte Geschwindigkeit v ist Wenn näm- 
lich zu den Ursachen der Bewegung mit der Geschwindigkeit 
V und den Beschleunigungen v^, v^, ... eine Kraft hinzutritt, 
die im Stande ist, den ursprfinglich ruhenden Punkt mit den 
Beschleuniguügeu — v,, — Uj, ... zu bewegen, so geht 
während der Zeit t eine Bewegung vor sieh, die zusammen- 
gesetzt ist aus den Elementarbewegungen 



dies ergiebt aber eine Bewegung ron der Geschwindigkeit v 
und den Beschleunigungen «, — v„ «a — Wj, ..., die gleich 
Null sind, d. h. einfach eine Bewegung mit der constanten 
Geschwindigkeit v. 

Wenn <Ü8o die Kraft aufhört auf den Pitnkt zh tDirkea, so 
dauert die Bewegung in Folge der Trägheit fort, und wird ge- 
radlinig und gleidiförmig. Die Geschtmndigheit dieser Bewegung 
ist die im AugerMick des Aufhörens der Wirkung der Kraß 
erlangte Geschwindigkeit, und die Sahn ist die Tangente der 
Sahn der ursprüt^lichen Bewegung an der Stelle, wo die Kraft 
zu wirken aufhört. 

6. Die Kräfte können constant und variabel sein. Da die 
Wirkung einer Kraft darin besteht, gewisse Beschleunigungen 
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mitzutheilen, 80 wird eine Kraft als conetant betrachtet, wenn 
sie eine Bewegong heryorbringt, deren BescIileunigutigeQ sowohl 
nach Gr&sse als nach Richtung constant sind, d. h. eine Be- 
wegung, bei der die Beschleunigungen nicht von der Zeit ab- 
hängen, so daas die Beschleunigung n'" Ordnung v, zur Zeit t 
denselben geometrischen Werth hat, wie zur Zeit t -{-z, was 
auch die Werthe von t und t sein mögen. Damit nun die 
Beschleunigung erster Ordnung v^ nach Grösse und Richtung 
constant sei, ist erforderlich, dass alle ihre geometrischen 
Derivirten v^, Vg, ... gleich Null seien; daher giSt es bei mner 
Bewegung, die von der Wirkung einer constemten Kraß her- 
rührt, Tceine Beschleunigungen zweite und höhere Ordnung. 
Daraus folgt, dass eine cotisiante Kraft, die auf einen m-sprürtg- 
lich in Ridte befindlichen Ptmkt wirkt, eine gradlinige gleidtförmig 
hes(Mewnigte Bewegung hervorbringt. 

Hat dagegen der Punkt zur Zeit t schon eine gewisse Ge- 
schwindigkeit V erlangt und unterliegt er in der darauf fol- 
genden Zeit T der Wirkung einer constanten Kraft, so erhält 
er dadurch eine Bewegung, die aus einer geradlinigen gleich- 
formigen mit der Geschwindigkeit v und aus einer gleichförmig 
beschleunigten von der constanten Beschleunigung v, zusammen- 
gesetzt ist. Diese zusammengesetzte Bewegung ist geradlinig, 
wenn v und v^ dieselbe Richtung und denselben oder entgegen- 
gesetzten Sinn haben; sie ist krummlinig, und zwar parabo- 
lisch (s. Kinematik § 6, Beisp. 1), wenn v und t), verschiedene 
Richtungen haben. 

7. Zwei amsiante Kräfte, die im Stande sind, einen und 
dmselben materiellen Punkt mit den Beschleunigungen a und b 
resp. zu bewegen, können als Grössen angesehen w&^den, die den 
aiti^aredienden Beschleunigungen proportional sind. Gesetzt, die 
Beschleunigungen a und b seien commensurabel und c sei ihr 
gemeinsames Maass, so dass man hat: 
a = mc, b = nc. 

Infolge des Satzes III lässt sich die Kralt, welche den ge- 
gebenen Punkt mit der Beschleunigung a bewegt, als die Be- 
sultiuite von m Kräften ansehen, deren jede im Stande ist, den- 
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selben Punkt mit der Beschleunigaug c zu bewegen; daher kann 
man s^en, dass die mit der Besehlennignng a bewegende Kraft 
m mal so gross ist, als eine mit der Beschleunigong c bewe- 
gende Era^ Ebenso ist die mit der Beschleonigong b bew^ende 
Kraft n mal so gross, als die mit der BeschleDnigung c bewegende 
Kraft. Folget kann man die mit den Bescbleunigungen a 
und b bewegenden Kraft« als Girossen ansehen, deren Yer- 

hältniss — "■ T" •*■*■ 

Im Falle, dass die Beschleunigungen a und h incommen- 
Burabel sind, ISsst sieb leicht durch die Methode des (rrenz- 
Hbei^angs oder durch reductio ad absurdum beweisen, dasa 
die Kräfte als incommensurable Grössen zu betrachten sind, 
deren Verhältniss -j- ist. 

Hat man also eine beliebige bestimmte Kraft als Einheit 
angenommen, so kann man die Kräfte, welche die Beschleu- 
nigungen a und b hervorbringen, durch zwei Zahlen Ä und 
B ausdrücken, die nur der Proportion 



genügen mfissen. Man sieht hieraus, dass für alle auf den- 
selben materiellen Punkt wirkenden conatanten Kräfte das 
Verhältniss der Kraft £W der von ihr hervorgätrachien Beschku- 
niffut^ constant ist. Bezeichnet also (i dieses constaute Ver- 
hältniss und ist F die Kraft, welche die Beschleunigung Vi 
hervorbringt, so hat man F => fiv,. 

Den Coefficienten (t, den wir den dynamischen Coefficienten 
nennen wollen, kann man als diejenige Kraft ansehen, die 
dem betreffenden Punkte eine Beschleunigung gleich der Längen- 
einheit ertheilt. 

Wenn der dynamische Coefficient ^ fttr zwei materielle 
Punkte denselben Werth hat, so betrachtet man die Materien 
dieser Punkte als gleichwerthig, wenn sie sich auch nach Volu- 
men imd physikalischen oder chemiechen Eigenschaften von 
einander unterscheiden sollten. Die Beobachtung zeigt, dass 
nicht alle materiellen Punkte gleichwerthig sind, d. h. dass der 
dynamische Coefficient ft für verschiedene materielle Punkte 
im Allgemeinen verschiedene Werthe hat. 
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8. Yersache über den freien Fall zeigten Galllei, dass 
der freie Fall von einer nicht zu grossen Höhe herab im luft- 
leeren Baume eine gleichförmig -beachleunigte Bewegung ist, 
und dass alle Edrper an demselben Orte mit gleicher Be- 
schleunigung fallen. Hieraus folgt, dass die die Elemente des 
fallenden Körpers bildenden materiellen Punkte, wenn sie von 
einander getrennt wären, sich in verticalen Linien gleichförmig- 
beschleunigt alle mit derselben Beschleunigung bewegen würden; 
sie unterliegen also der Einwirkung constanter Kräfte. Die 
diese Bewegungen erzeugenden 'Kräfte nennt man die Gewichte 
der materiellen, Punkte. Wenn ein Körper fällt, so existiren 
die Gewichte aller der ihn zusammensetzenden materiellen 
Punkte zugleich und wirken anabhängig von einander; daher 
betrachtet man die Gesammtheit aller dieser Gewichte als das 
Gewicht des ganzen Körpers und sieht dasselbe als diejenige 
Kraft an, welche den ganzen Körper fallen macht. Bezeichnet 
man die dynamischen Coefficienten der Gewichte der den 
fallenden Körper bildenden materiellen Punkte mit ft, n', fi", . . . 
und die Beschleunigung beim Falle des Körpers mit g, so sind 
die Grössen 

■ ^S. ft'ff, ^■"q, ■ ■ ■ 
die Gewichte der materiellen Punkte, und ihre Summe gE^ 
ist das Gewicht des ganzen Körpers, Die Summe m = S(l 
der dynamischen Coeffidenten der Gewichte der materiellen Funkte, 
die mnen Körper bilden, nennt man die Gewichtsmasse oder die 
wägbare Masse des Körpers. Dieselbe ist gleich dem Gewichte 
des ganzen Körpers, dividirt durch die Beschleunigung des Falles. 
Die dynamischen Coefficienten fi, fi', [i" , . . . sind die Gewichts- 
massen der entsprechenden materiellen Punkte, Sind alle ma- 
teriellen Punkte gleichwerthig, d. h. haben sie gleiche Gewichte, 
so ist (i = fi' = n" = ■ ■ ■ und S(i •= n/i, wenn w die Anzahl 
der den Körper bildenden gleichwerthigen materiellen Punkte 
ist; daher ist die Gewichtsmasse eines Körpers proportional der 
Anzahl der in ihm enthaUenen gleichwerthigen materiellen Punkte. 
Auf Grund dessen betrachtet man die Gewichtsmasse eines 
Körpers als die QttanUtät der Materie des Körpers. 

9. Ist u das Volumen eines materiellen Punktes, dessen 
Gewicht iig ist, so nähert sich die Masse fi der Null, wenn 
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alle drei Dimensionen des Volamena » aich der Null nähern; 
dabei nähert sich daa Verhältnise — einer gewissen Grenze p, 
die man die IHch^Jceit der Geivichtsmasse des Körpers in dem- 
jenigm Funkte nennt, mit dem alle Punkte des Volumens u zu- 
sammenfallen. Im Allgemeinen ist q eine Function des be- 
treffenden Punktes. Hat p denselben Werth für alle Punkte 
des Körpers, so ist die Gewichtsmasse homogen; sie ist dann 
gleich dem Product der Dichtigkeit in das ganze Körpervolu- 
men. Ist d^egen die Masse m nicht homogen und bezeichnet 
man mit V das Volumen des Körpers, mit dV ein Differential- 
element desselben von drei unendlich kleinen Dimensionen 
und mit q die Dichtigkeit in dem den Ort dieses Elementes 
bestimmenden Punkte, die eine Function der Coordinaten 
dieses Punktes ist, so hat man für das Element der Ge- 
wichtsmasse den Ausdruck dm = pdF, Daher ist das Ober das 
ganze Volumen V ausgedehnte Integral XgdV die ganze Ge- 
wichtsmasse m. Das Product mg stellt dann das Gewicht des 
ganzen Körpers dar. Um aber nun die Gewichtsmasse durch 
eine Zahl auszudrücken, wählt man als Einheit die Masse 
eines beliebigen bestimmten Körpers, z. B. die Masse eines 
Grammes, Rundes, Lothes oder dgl. Dann iat die Zahl, welche 
die Gewichtsmasse eines Körpers ausdrückt, gleich dem Ver- 
hältniss des Gewichts dieses Körpers zu dem Gewichte des- 
jenigen Körpers, dessen Masse als Einheit gewählt wurde. 

Ist nun in der Formel P ^ mg, die das Gewicht des 
Körpers darstellt, die Masse m in derartigen Einheiten aus- 
gedrückt, so hat man für m ^ 1 die Relation F^g, welche 
aussagt, dass die Beschleunigung das Gewicht der Massen- 
einheit repräsentirt. Dieser Ausdruck für das Gewicht der 
Messeneinheit wird oft die Schw^hraß oder die Intensität Jer 
Schwerhfraft genannt. 

10. Wenn in dem oben gefundenen allgemeinen Ausdruck 
F = iiVi für eine beliebige, auf einen materiellen Punkt wir- 
kende Kraft der dynamische Coefficient (t unabhängig ist von 
der Grösse und Richtung der Beschleunigung w, und wenn F 
für «1 ^ jf dem Gewichte des materiellen Punktes gleich wird, 
so ist der dynamische CoefÜcient ft die Gewichtsmasse des 
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materiellen Punktes, und man erhält das Maass der Kraß F, 
wenn man die Beschleunigung f, mit der Geufichtsmasse des 
maieriälen Fmüttes mulU^icirt. 

Ea giebt Kräfte, für die man bei derselben Gewiehta- 
masse ein anderes Maass wählen musa. Der dynamiaclie Goef- 
fieient (i in dem Ausdrucke F = (tv^ bedeutet nämlich nicht 
immer die Gewichtsmasae dea materiellen Punktes. Hierhin 
gehören z, B. die Kräfte, welche bewirken, dass der eine End- 
punkt der Magnetnadel sich nach Norden wendet, der andere 
nach Süden. 

Diese Kräfte, die maji die Kräfte dea Erdmagnetismus 
nennt, wirken nicht auf die Nadel, wenn sie nicht magnetisirt 
ist; ihre Wirkung kommt vielmehr erst zum Vorschein, wenn 
die Nadel durch einen ganz beatimmten Process magnetisch 
gemacht worden iat; dabei ändert sich aber die Gewichtamasse 
der Nadel nicht. Dieae Kräfte theilen sich in zwei Gruppen; 
die eine deraelben würde, wenn sie allein wirkte, ähnlich wie 
daa Gewicht dea Körpers, verursachen, dass die materiellen 
Elemente des Nordendes der Nadel sich mit constanten und 
gleichen Beschleunigungen in einer und derselben Richtung 
nach dem Nordpole hinbewegten. Die Beobachtung lehrt, 
dass das Verhältniss der auf ein solches Element wirkenden 
Kraft zu der Beschleunigung der Bewegung, d. h. der dyna- 
mische Coefficient, der Gewichtsmasse des Elementa nicht pro- 
portional gesetzt werden kann; deshalb nimmt man an, dass 
im Nordende der Magnetnadel ausser der wägbaren Materie 
noch eine unwägbare Materie vorhanden sei, deren Masse die 
Summe der dynamischen CoefGcienten derjenigen Kräfte iat, 
welche die Theilchen dieser Materie nach dem Nordpole ziehen. 
Die Theilchen dieser aelben magnetischen Materie werden von 
dem Südpole durch die zweite Gruppe von Kräften abgestosaen, 
und zwar ebenfalls alle in deraelben Hichtung und mit der- 
selben Beachleunigung. Man muas also auch annehmen, dass 
in dem nach Süden gewandten Pole der Magnetnadel eine un- 
wägbare Materie vorhanden ist, die die entgegengesetzten 
Eigenschaften hat, wie die am Nordende der Nadel befindliche 
Materie; denn ihre Elemente werden vom Nordpol abgestoasen 
und vom Südpol angezogen. 
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Die UotetsucIiuDgeD über die Bracheinungen der Elektri- 
cität haben zu der Hypothese der Existenz einer unw^baren 
elektrischen Materie geführt. Das Licht betrachtet man als 
Jie Bewegung einer unwägbaren Materie, die man Äether 
nennt und die eine ihr eigenthümlicbe Art von Masse hat. 

11. Wfenn man den dynamisclien Coefßcienten die Masse 
desjenigen materiellen Punktes nennt, auf den eine conatante 
Kraft einwirkt, so kann man s^en, dass das Mass einer 
Kraft das Frodnct der Masse in die Beschleunigung ist, mit 
der ein Punkt sich unter der Wirkung der Kraft bewegt. 
Behufs der geometrisdien Darstellung der Kraft ist man über- 
eingekommen sie durch eine Strecke darzustellen, die so viel 
beliebige lineare Einheiten enthält, als Krafteinheiten in ihrem 
Masse enthalten sind; dabei trägt man diese Strecke auf der 
Richtung der BeschleunigUDg derart auf, dass der Anfangs- 
punkt der Strecke in den Punkt fallt, auf welchen die Kraft 
wirkt. Diesen Punkt nennt man den Angriffspunkt der Kraß. 

12. Wenn bei der Bewegung eines materiellen Punktes 
Beschleunigungen höherer Ordnungen auftreten, so ändert sich 
die Beschleunigung erster Ordnung, folglich bleibt auch die 
bewegende Kraft während der Zeit der Bewegung nicht con- 
stant. Eine Vorstellung von der Aenderung der Wirkung 
einer nicht constauten Kraft kann man durch die Beschleu- 
nigungen höherer Ordnung erlangen. 

Es seien v,, v,, v,, ... die Beschleunigungen zur Zeit t 
bei der Bewegung eines Punktes, dessen Masse m ist. Die 
Ursachen der Bewegui^ während der auf ( folgenden Zeit x 
sind die Trägheit und eine Kraft, welche die ^lementarbewe- 
gungen -äVyt*, ^Tgi'jr'j--- (vergl. Satz III und § 3) in 

den Eichtungen der Beschleunigungen v,, t>j, ... hervor- 
ruft. Die erste dieser Bewegungen entsteht durch eine con- 
j,jj, j, stante Kraft mv^. Man ist überein- 

gekommen, diese constant« Kraft als 
den Werth der reränderlichen bewe- 
' genden Kraft zur Zeit t anzusehen. 
Stellt nun MÄ (Fig. 24) den Weg \v^, AM' die geo- 
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metrische Summe aller übrigen Elementarwege g— ^ Väi;*, -. . . 
dar, so ist MM' die Sehne desjenigen Weges, welchen der Punkt m 
in der Zeit r unter der Einwirkung der Iraglichen Kraft durch- 
laufen würde, wenn er im Anfange dieser Zeit in Ruhe gewesen 
wäre. Denken wir uns nun eine constante Eraft, die im Stande 
ist den Punkt m zu zwingen, in der Zeit t den geradlinigen Weg 
MM' zu durchlaufen; m sei die Beschleunigung dieser Bewegung. 
Ha. MM' ^— wr* ist, so hat man u = — j — , und eine axA MM" 
aufgetragene Strecke »tu repräsentitt diese Kraft. Man kann- 
die Kraft tnu den Mittelwerth der betreffenden variablen Kraft 
nennen. Der Werth der Kraft mv^^ zur Zeit t ist die Grenze, 
der sich der Mittelwerth mu nähert, wenn x sich der Null 
nähert. Da nämlich MW = MÄ •\- AM' und «j = — j— ist, 
so hat man 

, ^mÄW 

mu = mv^ -j j — - . 

Für T ^ verschwindet das letzte Glied, da AM' eine un- 
endlich kleine Grösse von höherer Ordnung als r* ist; mithin 
fallt die Kraft m« für r = mit mv^ zusammen. 

Mit Hilfe der Beschleunigungen höherer Ordnungen v^, v^,.., 
bestimmt sich das dem Zeitincrement c entsprechende geo- 
metrische Increment der Kraft mv^. Das geometrische Incre- 
ment der Beschleunigung Vi ist (e, Kinemat. Cap. V): 

v + iv' + ---; 

folglich ist das geometrische Increment der Kraft mv, gleich 

• mv^T -f- ^ mv^r^ + ■ ■ • j 
wobei die Glieder der Summe resp. die Dichtungen von %, v^,. . . 
haben. Die Grössen mv^, mv^, . . . sind hierin die successiven 
geometrischen Derivirten der Kraft mv,. Schell („Theorie der 
Bewegung und der Kräfte" 2. Aufl., IL Bd., S. 4) schlägt vor 
die Grössen mv^, mv^, mvg, . . . Kräfte 1., 2., 3., . , . Ordnni^ 
zu nennen. Mit Beibehaltung des einfachen Namens Kraft filr 
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mVi kann man die Grösseo mv„ mv,, . , . Anslrett^ngen l.,3., . . . 
Ordnung nennen.*') 

13. Man kann die Kraft mVj als die geometrische De- 
rivirte einer auf der Richtung der Geschwindigkeit aufzutra- 
genden Strecke, gleich dem Producte der Maeae m in die Ge- 
schwindigkeit V, betrachten. Die Grösse mv nennt man die 
Quantität oder Grösse der Bewegung. Bezeichnet man mit r 
einen von einem festen Punkte nach dem beweglichen 
Punkte 1» gezogenen EadiusTector und trägt man auf ihm 

• vom Punkte aus eine dem Producte mr gleiche Strecke auf, 
80 ist die Bewegungsgrösse mv die geometrische Derivirte 
erster Ordnung von mr; die Kraft mv^ ist ihre geometrische 
Derivirte zweiter Ordnung. Daher kann man die geometrische 
Function der Zeit, mr, ansehen als ursprüngliche Function für 
die Quantität der Bewegung mv, für die Kraft tBüi und für 
alle Anstrengungen mv^, mvg, . . . Die Strecke mr ist das, 
was wir das polare Moment der Masse m bezüglich des Pols 
nannten (b. Einleitung in die Statik und Dynamik § 10). 

14. Es sei OA (Fig. 25) eine der Bewegungsgrösse mv 

geometrisch gleiche Strecke. Der Endpunkt A 
g dieser Strecke beschreibt bei der Bewegung des 
Punktes m den Hodographen der Bewegungs- 
7Össe, und zwar mit einer Geschwindigkeit 
_iL gleich der Kraft mtij. Wenn OA nach Ver- 
lauf der Zeit z in OB übergeht, so ist die 
Sehne AB des von dem Punkte Ä durchlaufenen Weges das 
geometrische Increment der Bewegungsgrösse mv. Dasselbe 
ist äusserst klein ftir sehr kleines z, wenn die Kraft mv, nicht 
sehr grosse Werthe zu dieser Zeit hat. Bei sehr grossem 
Werthe von «i«, aber, oder wenn ww, in sehr kurzer Zeit z 
von Null an sehr schnell wächst, hat AB eine bedeutende 
Grösse, was eine bedeutende Aenderung der Bewegungsgrösse 

*) Der Tom Ver&saer gewählte Aaidmck entspricht etwa dem tnti- 
KSsJBclien „effort", wofflr im Deutschen kanm ein volllioinmenea Äeqni- 
valeot zu finden lein dfirfte. Änm. d. UebeTsetsen. 
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»»i; aoä der Geecbwlndigkeit v wahrend der kurzen Zeit t zur 
Folge hat. Eine Kraft^ die in einer kurzen, unmessbar kleinen 
Zeit eine bedeutende Zunahme der Bewegungsgrösse hervor- 
bringt, nennt man eine Motnentarüoraft. Das Verbältnige — , 
d. h. die mittlere Geachwindigkeit der Bewegung des Punk- 
tes Ä, stellt den Mittelwerth aller der Werthe dar, die die 
£raft mv^ während der Zeit r annimmt. let das Äenderungs- 
gesetz der Momentankräfte nicht bekannt, so vergleicht man 
bei Betrachtung derartiger Kräfte ihre Mittelwerthe. Bei der- 
selben Zeit sind diese Mittelwerthe den entsprechenden In- 
crementen der Bewegungsgrössen proportional; man kann da- 
her das Increment der Bewegung^r&sse als mittleres Maass 
der Momentanktafb betrachten. Zn den Momentankräften ge- 
hören die Kräfte, deren Wirkung beim Stosee der Körper 
auftritt, 

15. Wir geben nun Beispiele fBr die oben behandelten 
Grössen. 

1) In der Kinematik (S. 18 und 84) ist die Bewegung 
untersucht worden, bei der die geradlinigen rechtwinkligen 
Coordinaten des beweglichen Punktes durch die Functionen 
a; = « cos Qci) + a sin {ht) , 
y = ^ cos (kt) -f- ß' sin {kt) , 
2 ^ y cos {kf) + y' sin Qtt) 
an^edrflckt sind. Wir fanden dort, dass 1) die Bahn eine 
Ellipse ist, deren Centrum im Coordinatenursprung liegt; 
2) dass der Hodograph der Geschwindigkeit eine über den- 
selben coDJQgirten Durchmessern construirte und der Bahn- 
eurve ähnliche Ellipse ist; 3} dass, wenn r der vom Gentrum 
der Ellipsen nach dem beweglichen Punkte gezogene Badios- 
vector ist, die Geschwindigkeit v die zu r conjugirte Richtung 
hat and gleich 

hya* + 6* - r* 
ist, wo a und b zwei conjugirte Semidiameter der Trajectorie 
sind; 4) dass die Beschleunigui^n sich durch die Formeln 
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beBtimmen. Ist daher m die Masse des beweglichea Punktes, 
so ist 



MiVÖM- 6* — *^ 
die BewegungBgrSsBe; m^r ist die Grösse der Kraft und hat 
die dein r entgegengesetzte Richtung; folglich zieht diese 
Kraft den Punkt m in der Bicfatung nach dem Centrum der 
Trajectorie an. Die Grösse der Anstrengung erster Ordnung ist: 

mlc^v = mk^Ya* + ft* — r* ; 
dieselbe hat die der Geschwindigkeit v en^egengesetzte Richtung. 

2) In der Kinematik S. 48 und 49 war bewiesen worden, 
dass wenn sich ein Punkt m so bewegt, dass der vom Ra- 
diuevector Om •= r beschriebene Flachenraum der Zeit pro- 
portional ist, die Beschleunigung erster Ordnung v^ die 
Richtung des Radiusrectors r hat; daher hat auch die Kraft 
mvj diese Richtung. Sie stösst den Punkt m von ab, 
wenn sie dem Sinne nach mit r Übereinstimmt; sie zieht ihn 
an, wenn sie den dem r entgegengesetzten Sinn hat. Mit 
Hilfe der Gleichung der Bahn lUsst sie sich als Function des 
Radiusvectora r darstellen (s. Kinematik S. 49 Formel (d)}, 
d. h. man kann sie in der Form mf(r) ausdrücken. In dem 
speciellen Falle, wenn die Trajectorie ein Kegelschnitt und 
der Pol einer der Brennpunkte isl^ hat man fir) = — ■ -j, 
wo c der in der Zeiteinheit Tom Radiusvector r beschriebene 
Flachenraum imd p der halbe Parameter des Kegelschnittes 
ist. Wenn also ein materieller Funkt derart eirtm Kegelschnitt 
beschreibt, dass die von dem aus einem Brennpunkte gezogenen 
Badiusvector beschriebenen. Flachenraum^ den entsprech&ideii Zeiten 
proportional sind, so wirkt auf den beweglichen Punkt eine Um 
nach dem Srenr^nkt hin anziehende Kraft; die Grösse derselben 
ist j^oportional der Masse des Punktes vnd umgekehrt proportional 
dem Quadrate ihres Abstandes von dem Brennpunkte. 

16. Mehrere zu derselben Zeit auf denselben materiellen 
Punkt Yon der Masse m wirkende Kräfte 
»»),, mv\, mv'i, . . . 
bringen eine Bewegung hervor, deren Beschleunigung die geo- 
metrische Summe 
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i'i + "i + vi -\ — 

derjenigen Beschleunigungeii iat, welche die Eräfte, wenn sie 
einzeln auf den Punkt wirkten, herrorbringen würden (a. Satz III 
und § 3). Daher kann die Bewegung, welche diese £räft« 
zusammen hervorbringen, auch von einer einzigen Kraft 

■m,{Vi + vH- v'l H ) = mvi + mri + mv'l ■{■■■■ 

erzeugt werden. Man scbliesst hieraus, dass die Eesullante ' 
mekr&-er Kräfte die geometrische Summe der Componmten ist. 

Für den speciellen Fall zweier Componenten ergiebt sieh 
als Resultante die Diagonale des über den Componenten als stvei 
anstossenden Seiten construirien Parallelogramms, Hierin be- 
steht der bekannte Satz, den man das Parallelogramm der Kräfte 
nennt. Derselbe ist vonStevin*) geiuuden und von Newton**) 
aus dem Satze lU als Folgerung abgeleitet worden. 

17. Eine auf einen beliebigen materiellen Punkt wir- 
kende Kraft stellt sich als die ßesultante von Kräften dar, 
die Yon der Wirkung anderer materieller Punkte auf jenen 
Punkt herrühren; daher setzen sich aUe Naturkräft-e zusammen 
aus den Kräften der gegenseitigen Einwirkung zweier mate- 
rieller Punkte auf einander; solche Kräfte nennt man im All- 
gemeinen MolecularTcräfle. 

Diese *Kräfte können innere und äussere sein. Innere 
Kräfte heissen solche, die von der gegenseitigen Wirkung der 
materiellen Elemente oder Punkte eines und desselben Körpers 
herrühren; äussere in Bezug auf den betreffenden Körper heissen 
solche, die von der Wirkung von materiellen Punkten, die 
einem anderen Körper angehören, auf seine materiellen Punkte 
herrühren. 

Die Beobachtungen der Bewegung wägbarer Körper auf 
der Erde und im Welträume, die sich durch die gegenseitige 
Anziehung der wägbaren Punkte proportional den Massen und 
umgekehrt proportional den Quadraten der Abstände erklären 
lassen, sowie auch sämmtliche elektrische und magnetische 
Erscheinungen, die durch eigenartige Kräfte erklärt werden 



*) Statiqne. Lejde 1633. 

**) PhiloBOphiae nataralis prinoipia mathematica, lex III, coroll. I 
(ed. Le Senr 1760, p. 34). 
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welche zniBcbeo nichtwägbaren materiellen Funkten wirken, 
bestätigen die folgende Hypothese: 

Wenn «wc» nuUmelle Ptinkte von ailer übrigen Materie ab- 
gesondert, d. h. der Einmrkutwf aller übrigen materiellen Punkte 
auf sie entzogen werden, so gerathen sie in Bewegung durch zwei 
aitgegengesetzt gleiche, in die Richtung ihrear VerbinduttgsUnie 
fällenden Kräfte. 

Entfernen sich die Punkte dabei von einander, so nennt 
man die Kräfte abstossende oder repulsive, nähern sie sich ein- 
ander, so nennt man sie anziehende odear attradive. Wenn wir 
auf irgend eine Weise der Bewegung der Punkte ein Hinder- 
niss entgegensetzen könnten und dann uns denken, dasa die 
eine Kraft zu wirken strebt, so würde die andere Kraft ihr 
entgegen zu wirken streben; deshalb spricht Newton die an- 
geführte Hypothese in Form des Gesetzes aus, dass die Action 
der Beaction gleich ist.*) 

Es genügt, diese Hypothese für zwei materielle Punkte, 
die gleiche Massen haben, vorauszusetzen; dass sie sich auch 
auf Funkte mit ungleichen Massen bezieht^ eigiebt sich in fol- 
gendfr Weise aus Satz III. 

Gesetzt, zwei materielle Funkte haben zwei eommensurable 
Massen m und m', deren gemeinsames Maass ^ etwa nmal in 
m und rt'mal in m' enthalten sei, so dass also m = n(i und 
m' ^ n'n ist Bezeichnet nun f die Kraft, mit welcher ein 
Theil Masse = jt von m' auf einen Theil Masse ^ (i von m 
einwirkt, so hat man nach Satz IH anzunehmen, dass die 
Kraft, mit welcher die ganze Masse m' auf einen Massentheil 
fi von m einwirkt, gleich n'f ist und dieselbe Richtung wie f 
hat, nämlich die Richtung der Geraden mm'. Solcher Kräfte 
sind n vorhanden, nämlich so viel, wie oft fi in m enthalten 
istj diese n Kräfte lassen sieh durch eine einzige Kraft nn'f 
von derselben Richtung und demselben Sinne, wie f, ersetzen. 
Ebenso findet man, dass die Kraft, mit der m auf m' wirkt, 
ebenfalls gleich nn'f, aber von entgegengesetztem Sinne wie 
jene erste Kraft ist. Da dieser Schluss für alle beliebigen 
Zahlen n und n gilt, so muss er auch für incommensurabie 



Pbil. uat. princ. math., lex 111 (ed. Le Seur 1760, p. 2S). 
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Massen m und m' gelten, für welche n and n' unendlich 
grosse Werthe haben. 

Bezeichnet mau mit v^ und v'i die Beschlennigungen erster 
Ordnung bei denjenigen Bewegungen, welche die materiellen 
Punkte m und m' infolge ihrer gegenseitigen Wirkung auf ein- 
ander haben, so ist wv, die Kraß der Wirkung von m' auf 
m, and m'v'i die Kraft der Wirkung ron m auf m'. Daher 
lässt sieb das Gresetz der Gleichheit von Actum und Beactüm 
in folgender Form ausdrucken: 

mr, + m'v'i ■=■ 0. 
18. Gesetz der Bewegwng des TrägheitsmittelpUfJdes. Man 
denke eich ein System von materiellen Punkten, deren Oerter 
und Massen mit m, m', m", . . . bezeichnet werdeu m&gen; 
C sei der Mittelpunkt des ganzen Systems (s. Einleit. § 10). 
Man ziehe nun aus einem beliebigen Pole die Radieurecto- 
ren r, r', r" ... nach den Punkten m, m', m", . . . und bilde 
die polaren Momente mr, m'r, m"r", . . ., die resp. auf r, 
r', r",... voD aus aufzutr^en sind. Mit Hilfe dieser Mo- 
ment« lässt sich der Radiusrector R = OC des Mittelpunktes C 
bestimmen; derselbe ist nämlich 

_ ^-^^ _ '"^ 

wo Smr die geometrische Summe mr -\- m'r' + ■ • • bezeich- 
net. Der Mittelpunkt C des Massensystems m, m', m", '. . . 
heisst der Träg}^tsm^M^ipviiiM dieses Systems wegen einer 
Eigenschaft, die wir nun beweisen wollen. 

Bei der Bewegung der Punkte m, m', m", . . . kann sich 
auch der Mittelpunkt G bewegen; dann wird J?, ebenso wie 
r, r', r", . . ., eine geometrische Function der Zeit; die geo- 
metrischen Derivirten von J? lassen sich (nach Einem. § 21) 
ans der allgemeinen Formel 

bestimmen, die man durch geometrische Differentiation des 
Ausdrucks (a) erhält. 
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Diese Formel zeigt, dass die geometrische Derivirte be- 
liebiger Ordnung von dem RadiuBvector R' der mittlere geo- 
metriBche Sammand der geometrischen Derivirteo derselben Ord- 
nang von den nach den Punkten m, m', m", . . . gezogenen 
Radtenvectoren ist*) Man schlieBst hieraus: 

1) Die Geschwindigkeit Rj der Bewegung des TrägheitsmiUel- 
purüdes eines Systems von materiellen Punkten ist der mittlere geo- 
metrische Summa/nd aus den gleichseitigai Gesdiuiindigk^ten aller 
Systempunkte. Diese Geschwindigkeit, muUiplicirt mit der Summe 
der Massen aller Punkte, d. h. die Grösse R^Sm, lässt sich an- 
sehen als die Quantität der Bewegung eines einzigen im Trägheits- 
mittelpunJUe liegenden Punktes, dessen Masse gl^ch der Summe 
der Massen aller Punkte ist. Diese Grösse kann man die Be- 
wegungsgrösse der gangen im Trägheitsmittelpunkte concmtrirten 
Masse des Punktsystems nennen. Nach Formel (p) hat man 
BiSm='£mr^, d, h. die Bewegungsgrösse der ganzen im Trag- 
fleitsmittelpunJcte eoncentrirten Masse ist gleich der geometrischen 
Summe der BewegungsgrÖssen der eineeinen mat&iellen Punkte. 

2) Die Beschleunigung ^ster Ordnung B^ der Bewegung 
des Trägheitsmittdpunktes ist der mittlere geometrische Stimmand aus 
den gleichzeitigen Beschleunigungen derselben Ordnung der Be- 
wegung jedes einzelnen materiellen Punktes. Man kann diese 
Beschlmnigung als von der Wirkung einer im Trägheifsmittel- 
punkle angreifenden Kraß B^Em herrührend ansehen, die der 
geometrischen Summe Smr^ dUer auf die Systempunkte wirken- 
den Kräfte gleieh ist, d. h. von der Wirkung der Resultante aller 
dieser, geometrisc]i nach detn TrÖgh^smittelpunkte verlegten Kräfte. 

Die geometrische Summe 21mr^ besteht aus der geome- 
trischen Summe aller auf die Punkte m, m', m", . . . wirken- 
den äusseren Kräfte und aus der Summe aller inneren Kräfte^ 
diese letztere Summe ist aber Null; denn sie besteht wegen 
der Gleichheit von Action und Reaction aus paarweise ent- 
gegengesetzt gleichen •Gliedern; daher reducirt sich l^mr^ auf 
die Summe aller äusseren Kräfte, so dass also die BescMeuni- 

*) Dabeiist ToranBgeeetztfdasB eich jedet der EadienTectorenr,r',r",... 
mehrmalB wiederholt, nnd dass die ÄnzahleD der Wiederhol angeu den 
HasBen m, m', m", . . . proportional sind. 
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gung der Bewegung des Tragheitsmittdpunktes von den inneren 
Kräften unabhängig ist. 

Wenn keine äosaeren Kräfte vorhanden sind, so ist 
Smr^ = 0, also auch Bj = 0, Wenn nun diese Bedingung 
eine gewisse auf t folgende Zeit hindurch erfüllt ist, so ist 
der Trägheitsmiüetpunkt entweder in Ruhe oder er bewegt sich 
geradlinig und ghi^formig mit der Geschwindigkeit i{,. 

Wenn die materiellen Punkte m, m', m", . . . einen con- 
tinnirlichen Körper bilden, so kann man sagen, dass der Träg- 
heitsmittel^nkt der Masse des Körpers enUeeder in Rithe ist oder 
sich mit constanter Geschwindigkeit bewegt, wew« auf den Kör- 
per Jceine äusseren Kräfte wirken. Es ist dies eine Ausdehnung 
des fQr einen einzelnen materiellen Punkt aufgestellten Satzes I 
Ober die Trägheit auf einen Körper ?on endlichen Dimen- 
sionen.*) 

Wenn sich der Trägheitsmittelpuukt in Folge der Wir- 
kung äusserer Kräfte auf die materiellen Elemente der Masse 
des Körpers bewegt und jene Wirkung zur Zeit t auf ii^end 
eine Weise unterbrochen wird oder wenn diese Wirkung zwar 
fortdauert, aber die geometrische Summe aller Kräfte nach 
der Zeit t gleich Null bleibt, so ist die Bewegung in der auf 
t folgenden Zeit eine geradlinige gleichförmige mit einer Ge- 
schwindigkeit gleich dem mittleren geometrischen Summanden 
der von allen Elementen der Körpermasse erlangten Geschwin- 
digkeiten. 

Sehr oft beschränkt man sich auf die Betrachtung der 
Bewegung des Trägheitsmittelpunktes des Körpers, indem man 
diesen als einen materiellen Funkt ansieht, der im Trägheits- 
mittelpunkt liegt und dessen Masse gleich der des ganzen 
Körpers ist. 



■) Phil. nat. prino. math., lex III, coroll. IV {ed. Le Senr 1760, p. 36). 
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Capitel n. 

Potential einer Kraft. — Definition der Kraft vennittelat ihrea Poten- 
tiala. — Potential der Kraft der gegenseitigen Wirkung zweier Punkte 
auf eiaander, wenn diese Kraft eine Function des Abatandee der Punkte 
allein ist. — ZuBammessetzung von derartigen Kräften. — Resultante 
der Krilft«, die durch die Wirkung einer continuirlichen HasBe auf einen 
gegebenen Punkt entstehen. — Potential dieser Resultante. — Kräfte, 
die den Quadraten der Abstände der auf einander wirkenden Punkte von 
einander amgekehrt proportional sind. 

19. Sehr häufig tritt die Kraft als Differentialparameter 
erster Ordnung einer Function ihres Angriffspunktes auf. Eine 
solche Function nennt man das Potential der Kraft. 

Kennt man das Potential einer Kraft, so kann man Grösse 
und Richtung der Kraft nach den in den Oap. VII und XII 
der Kinematik behandelten Regeln zur Bestimmung der Diffe- 
rentialparameter erster Ordnung finden. Wenn 9 das Potential 
einer Kraft P ist, so hat diese Kraft P die Richtung derjenigen 
Normalen der Niveaufläehe (tp), die im Angriffspunkte der Kraß 
nach der Seite hin errichtet ist, wohin sich der Punkt verschieben 
mttss, damit das Potential <p wächst. Die Grösse der Kraft ist 
die Derivirte des Potentials nach der Verschiebung auf dieser 
Normalen, d. Ä. P = -3^ ■ 

Die Derivirte des Potentials 9) nach irgend einer anderen 
Verschiebung ds giebt die Projection der Kraft P auf die 
Richtung dieser Verschiebung, d. h. j^ ^ P cos (P, ds) . 

Ist der Ausdruck des Potentials p als Function der Coor- 
dinaten r;,, q^i Qs ^^^ Angriffspunktes bekannt, so kann man 
(n'ach Kinem, Cap. XII) vermittelst der partiellen Derivirten 
9ip d<p dm 

vi-aj, ft-äi- f'-w, 

die Componenten der Kraft P nach den Richtungen der Coor- 
dinatenparameter A,, h^, \ finden und mit Hilfe dieser Com- 
ponenten die Grösse und Richtung der Kraft P bestimmen. 
Diese Componenten sind \tpi, h^ip^, hg^^ und die Grosse der 
Kraft ist: 



P=[i£hrh.ipr<p,V 
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20. Haben mehrere in demseüien Punkte angreifende Kräfte 
Potentiale, so hat ihre Besultanle als Potential die Summe der 
Potentiale aller Componenteni 

Es seien F, F', F", die an demselben Punkte angreifen- 
den Kraft«, g), <p', (p", . . . ihre Potentiale und P ihre Resul- 
tante. Da nun 

P='F-\-F' + F" -\ 

ist, so ist (nach § 52 der Kinematik) die Resultante P der 
Differentialparameter erster Ordnung der Function 

U = g> + g>' ~\- <p" -^ ; 

mithin ist JJ das Potential der Kraft P. 

21. Wenn die Kraft P, mit der zwei materielle Punkte 
m und m' auf einander wirken, längs der geraden Verbin- 
dungslinie von m und m' gerichtet und eine Function ihres 
Abstandes ist, so bat sie ein Potential, das ebenfalls eine 
Function dieses Äbatandes ist. Man kann eine solche Kraft 
durch mm'f{r') darstellen, worin m und m' die Massen der 
beiden Punkte bedeuten, während r ihr Abstand ist Bezeichnet 
man mit F(r) einen speciellen Werth des Integrals Sf(r)dr, 
so hat man f{r) = -j— und folglich: 

mm f(r) = mm ^ = ^/ ^-' ■ 

Nimmt man an, der Punkt m' sei fest und dr sei die Ver- 
schiebung des Punktes m auf der Richtung r, im Sinne von 
m nach m genommen, so ist — ^^ — -j — -^ der Diöerentialpa- 
rameter erster Ordnung der Function mm'F(r), die dabei als 
Function des Punktes m allein betrachtet wird. Dann ist die 
Niveaufläcbe eine Kugel vom Radius r und vom Centrum m'; 
folglich hat der Parameter die Richtung von r, und zwar hat 
man, wenn mm'f(r) als positiv vorausgesetzt wird, diese Rich- 
tung im Sinne z/r>0 zu nehmen. Man sieht hieraus, dass 
die Function mm'F(r) das Potential der Kraft mm'f{r) ist, mit 
welcher der Punkt m' den Punkt m abstösst. Dieselbe Function, 
, mit eutg^engesetztem Zeichen genommen, d.h. ^ mm'Fir), 
ist das Potential der von m nach m' gerichteten Kraft mm'f{r). 
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d. b, der Kraft, mit welcher der Punkt m' den Punkt m aü- 
ziebt. Also ist allgemein 

9 =■ + f»*n'F{r) 
das Potential der Kraft der Wirkung von m' auf m. Man 
kann aber aucb (p als Function des Punktes m' ansehen; dann 
ist es das Potential der Kraft-Wirkung von m auf m'; be- 
trachtet man also y als eine Function beider Punkte m und 
tn', so kann man es das gemeinsame Potential der Kräfte der 
gegenseitigen Wirkung dieser Punkte auf einander nennen. 
Im Falle abstossender Ki^fte bat man in dem Ausdruck 
y =» + mm'F{r) das positive, im Falle anziehender Kräfte 
das negative Zeichen zu wählen. 

Die Function f(r) in dem Ausdruck fQr die Grösse der 
Kraft mm'f(r) bestimmt das Gesetz der gegenseitigen Wir- 
kung der Massen m und m'. Für Gewichtsmassen m und m 
in endlicher Entfernung von einander und auch für elektrische 
und magnetische Massen ist diese Function /"(»") = 4-, worin 
fi eine gewisse cou staute Grösse bezeichnet, die man als die- 
jenige Kraft auffassen kann, welche zwischen zwei Punkten, 
deren Massen gleich der Einheit und deren Abstand gleich 
Eins ist, wirkt. Dieses Gesetz der gegenseitigen Wirkung 
zweier materiellen Punkte nennt man das Newton'sche Gesets. 

Setzt man f{r)-=^, so hat man P(»-) = T^— — ^; 
folglich ist in diesem Falle 



d. h. das Fotential der Kraß, mit welcher sich zwei Punkte nach 
dem Newton'schen Gesetze aneiehen oder abstossen, ist der 
ersten Fotme des Absiandes der FmJtte umgeJcehrt proportional. 

Bei der Wirkung wägbarer materieller Punkte auf einan- 
der in unmessbar kleinen Entfernungen ändert sich die das 
Wirkungsgesetz ausdrückende Function f(r) schneller als das 
Quadrat dieses Abstandes. 

23. Sind die Kräfte, mit welchen ii^end welche materielle 
Punkte auf einen materiellen Punkt M wirken, Functionen 
der Entfernungen allein und längs diesen Entfernungen ge- 
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richtet, so hat ihre Resultante (e. § 20) ein Potential, mit 
Hilfe dessen man jene Reaultante bestimmen kann. Wir trollen 
nun das Potential der Resultante der Kräfte, mit welchen die 
Elemente einer continuirlichen Masse m auf einen gegebenen 
Punkt M wirken, zu bestimmen suchen. 

Die Masse m kann über eine Linie, eine Fläche oder ein 
Volumen vertbeilt sein. Man denkt sie sich zerlegt in Dif- 
ferentialelemente dm, deren Dimensionen alle unendlich klein 
sind and bezeichnet den Abstand eines Elementes dm vom 
Punkte M mit r und die Kraft, mit der dm auf M wirkt , mit 
f{r)dm, indem man der Einfachheit halber die Masse des 
Punktes M als Einheit nimmt. Das Potential dieser Kraft 
ist dann ■±_F{r)dm, wenn F{r)=ff{r)dm ist; das Poten- 
tial Ü der Resultante P aller Kräfte, die die Elemente dm 
auf M ausüben, ist (nach § 20) ausgedrückt durch das Integral 
U=J±F{r)dm, (1) 

welches fiber die ganze Masse m auszudehnen ist. Führt man 
die Integration aus, so erhält man eine Function des Punktes 
M, für die man nach den Regeln der Oap. VII und XII der 
Kinematik den Differentialparameter erster Ordnung bestim- 
men kann; dieser Parameter ist die gesuchte Resultante jP. In 
der Formel (1) hat man das Zeichen -f; unter dem Integral- 
zeichen zu wählen, wenn alle Elementarkräfte abstossend wir- 
ken, dagegen — , wenn sie alle anziehend wirken. Wenn aber 
einige der Elemente den Punkt M abstossen, andere ihn an- 
ziehen, so hat man fflr die ersteren das Zeichen -|-, für die 
anderen das Zeichen — zu nehmen. Der Einfachheit halber 
kann man diese Zeichen zu dm ziehen, indem man positive 
und n^ative Masaenelemente unterscheidet; oder man kann 
die Masse m in zwei Theile m' und m" derart zerlegen, dass 
der eine m' nur abstossende Elemente enthält und der andere 
m" nur anziehende, dann die Integrale 

ü'=fF(r)dm' und ü" =jF(r)dm" 
einzeln berechnen und die Differenz U =• ü' — ü" bilden; 
dieselbe ist das Potential der Resultante aller anziehenden und 
abstossenden Kräfte. 

33. Gesetzt, das Element dm wirke nach dem Newton'- 
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sehen Gesetze auf den Punkt M. In diesem Falle ist f{r) = ~ , 
wo (i eine Constante bedeutet, die man als diejenige Kraft an- 
sehen kann, welche zwischen zwei Punkten von Massen gleich 
der Masseneinheit in einem Abatande gleich der Längeneinheit 
wirkt. Der Einfachheit halber setzen wir ^ =■ 1, indem wir 
Tina vorbehalten, diesen Factor später, wenn nSthig, wieder 

einzufahren. Setzt man also f(r) = ~j, so wird F(r) = 

nnd die Formel (1) giebt: 



.=/H 



d. h. das Potential der BesuUante der AUradwrtshräfte, die von 
der Einwirkung einer continuirlichen Masse auf einen gegä)enen 
Punkt herrühren, ist das Integral der Elemente dieser Masse, 
jedes Element getkeüt durch seinen Absland von dem angegogenen 
Punkte. Dieselbe Grösse, mit dem entgegengesetzten Zeichen ge- 
nommen, ist das Potential der Besullante der abstossenden Kräfte, 
die von der Einwirkung d^selben Masse auf denselben Punkt 
herrühren. 

Auf Grund der Betrachtungen im vorigen § kann man 
sich auf die Untersuchung des Potentials der Attractionskräfte 

■ U~=f^ (2) 

beschränken. 

34. Betrachten wir zunächst die Eigenschaften und die 
Berechnungsmethoden der Resultante der nach dem Ne.wton- 
schen Gesetze wirkenden Attractionskräfte und ihres Potentials 
für den Fall, dass die Masse m über ein von allen Seiten be- 
grenztes Volumen V vertheiit ist; dabei sei vorausgesetzt, dass 
die Dichtigkeit p dieser Masse m in jedem Punkte des Volu- 
mens einen endlichen Werth habe. Dann haben das Potential 
ü und die Resultante P in jedem Punkte M bestimmte end- 
liche Werthe, die sich bei continuirlicher Aenderung der Lage 
des Punktes M continuirlicb ändern. Dabei sind U und P 
immer eindeutige Functionen des Punktes M, nnd P ist immer 
der Differentialparameter erster Ordnung der Function U oder 
des Integrals (2). 

Bei der Untersuchung von U und P hat man zwei Fälle 
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zu unterscheiden: 1) den Fall, dass der angezogene Punkt M 
ausserhalb der Masse m und 2) den Fall, dass er innerhalb 
oder auf der Oberfläche der Masse m liegt. Der zweite 
Fall hat nur fflr die elektrischen und magnetischen Kräfte 
eine reelle Bedeutung; für die gewöhnlichen Schwerkräfte 
existirt er in Wirklichkeit nicht; denn die Anziehung niate> 
rieller Punkte, deren Abstand unendlich klein ist, folgt nicht 
mehr dem Newton'schen Gesetze. 

25, Wählen wir nun den Punkt M als Pol und bestim- 
men wir die Lage des Elementes dm durch Polarcoordinaten, 
nämlich den Radiusvector (M, dm) = r, den Winkel (p, den 
die Richtung von r mit einer festen Axe bildet und den 
Winkel i;, den die Ebene des Winkels <p mit einer featqp, 
durch die Axe gehenden Ebene bildet. In diesem Falle ist 
dm ^ ^r^ sia ^drdtpdi'f und die Formel (2) giebt für das 
Potential den Ausdruck 

ü = C^r sin q>drdfpdjl) , (3) 

der zur Untersuchung der Eigenschaften des Potentials und 
zur Berechnung desselben in speciellen Fällen geeignet ist. 
Hierin ist sin <pdipdi> das Element einer Kugelfläche a vom Ra^ 
dius 1, deren Centrum iu3f ist. Setzt man also aia<pd(pdil' "^ da, 
so folgt: 

ü=ßrdrda. (4) 

Man kann jetzt zuerst nach r längs einer beliebigen Richtung 
r integriren und dann nach d<J, wobei man die Integration 
über denjenigen Theil ö der Kugeloberöäche auszudehnen hat, 
der die Schnittpunkte dieser Kugelfläche mit sämmtlichen Ra- 
dienyectoren enthält. 

Bei jeder Lage des Punktes M, gleichviel ob ausserhalb 
oder innerhalb der Masse m, hat das Integral (4) einen be- 
stimmten Werth und kann nicht grösser werden als eine ge- 
wisse endliche Grösse, die man in folgender Weise leicht be- 
stimmen kann. 

Es sei k der Maximalwerth der Dichtigkeit 9 und R 
der Masimalwerth des Radiusvectors r; substituirt man in dem 
Ausdruck (4) fc für p und nimmt und B als Grenzen des 
Integrals nach r, so erhält man 
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fdafgrdr <fda . hjrdr, 

also : 

Ü < ifcöi?. 

Man sieht hieraus, dass U einen endlichen Werth hat, wenn 
der Punkt M in endlicher Entfernung von jedem Elemente 
dm liegt, wozu erforderlich ist, dass d^ Yoluoien V keine 
unendliche Dimension habe. 

Wenn alle Dimensionen des Volumens der Masse m un- 
endlich klein sind und der Punkt M ausserhalb der Masse m 
in endlicher Entfernung von ihr liegt, so ist die Grosse a 
unendlich klein; liegt dag^en der Punkt M innerhalb m, oder 
ausserhalb, aber in unendlich kleiner Entfemuug von m, so 
ist die Grösse B, unendlich klein. Mithin hat das Potential 
U jedenfalls bei unendlich kleinen Dimensionen des Volumens 
der Masse t» einen uneDdlieh kleinen Werth. 

Setzen wir nun voraus, die Masse m habe endliche Dimen- 
sionen und der Punkt M befinde sieh innerhalb m und be- 
zeichnen wir mit [t einen den Punkt M enthaltenden Theil 
der Masse m von drei unendlich kleinen Dimensionen. Da 
der auf f( bezQgliche Theil des Potentials U unendlich klein 
ist, 8o nähert sich der übrige, auf die Masse m — (t bezüg- 
liche Theil dem Werthe TJ, wenn die Dimensionen von fi sich 
der l^ull nähern. Folglich hat die Anziehung des Punktes M 
durch die ihm benachbarten Punkte keinen merklichen Ein- 
fluss auf die Grösse des ganzen Potentials XJ. 

26. Wir werden nun direct beweisen, dass das Integral (2) 
für jede Lage des Punktes M ausserhalb oder innerhalb der 
Masse m bei einer unendlich kleinen Verschiebung MM" dieses 
Punktes ein unendlich kleines Increment erhält, dessen Ver- 
hältniss zu der Verschiebung MM' nicht unendlich gross sein 
kann, und dass die Grenze, der sich dieses Verhältniss nähert, 
wenn MM gegen Null convei^rt, d. h. die Derivirte -j- 
bezüglich einer beliebigen Differentialverschiebung ds, immer 
gleich der Projection der Resultante P anf diese Verschie- 
bung ist. 
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Infolge der Verschiebung MM' (Fig. 26) geht jeder Ab- 
stand r in einen anderen r' über; dadurch erhält V das In- 
pi. ^. Clement 

folglich ist 



mW^J z 



MM' rr' 

Bestimmt man die Lage des Elements dm 
durch die Folarcoordinaten r, ip, i>, indem man den Punkt M 

als Fol und die Bicbtung MM" als Folaraxe wählt, so hat 
man dm = pr' ain ^drdgid^; mithin wird: 

JU I't — r' r sin q> , , j , ' , -. 

MW =J -MW- ■ -^r- 9ärd>pd^. (a) 

In dem Dreiecke, dessen Ecken M, M' und dm sind, kann 
die Di£Ferenz zweier Seiten r — r' oder r' — r nicht grösser 
als die dritte Seite MM' und das Perpendikel r sin tp aus dem 
Eckpunkt dm auf die gegenüberliegende Seite MM' nicht 
grösser als die Seite r sein. Daher können die Äbsolutwerthe 
der Verhältnisse 

T ^ t' , r sin gi 

nicht grösser als Eins sein, sogar in dem Fall r ■= i^der 
r' = 0. Deshalb hat das Integral (a) immer einen endlichen 
bestimmten Werth; folglich ist JXJ ebensowohl wie MM 
eine unendlich kleine Grösse. Bezeichnet nun tp' den Winkel, 
den die im Sinne you M' nach dm gerechnete Richtui^ Ton 
*■' mit MM bildet, so hat man: 

„„„/ y + v' \ 



MM' Bin (t' — <p) 

und 



Daher lässt sieh die Formel (a) schreiben 

- ^drdfpd^!, 
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woraus für MM' = folgt: 

J lim / ~ -zi — \ — Qdrdtpd^. (6) 



-^" 



Ea erübrigt noch, den Werth von 



p + •p' \ g. 



(«) 



für jedes Element dm zu bestimmen. Ist r nicht gleich Null, 
so fällt für MM' = die Richtung von r' mit der .von r 
zusammen, so daas y' = «p wird und (c) den Werth cos 9 sin 9 
annimmt. Ist aber r = 0, so ist r' ^ M'M und «p' = a; 
dadurch geht die Grösse (c) in Null über, folglich hat das 
dem Werthe r = entsprechende Element des Integrals auf 
den Werth des ganzen Integrals keinen Einfluss. Da für alle 
anderen Elemente die Grosse (c) sich auf cos qi sin <p reducirt, 
so ist in jedem Falle 

a ip sin q)Qdrd<pdil>, 



^ du r 



oder wenn man cos <p ^ cos (r, ds) und sin yd<pdilr ^ da 
setzt, 

j-'= I 9 cos (r, ds)drda, (5) 

wo die Grenzen der Integration dieselben wie in Formel (4) sind. 
Die Kraft, mit welcher das Element dm den Punkt M anzieht, 
ist — r, also ihre Projection auf ds: 

—5- cos (»-, ds) = Q cos (r, ds)drda ; 

daher repräaentirt das Integral (5) die Summe der Projectionen 
aller derjenigen Kräfte auf ds> mit denen die Elemente der 
Masse m den Punkt M anziehen. Diese Summe muss aber 
auch der Projection der Resultante jp auf ds gleich sein. 
Folglich ist: 

^ = Pco8(P,ds). (6) 
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Es kann vorkommen, dass -^ = ist für jede Richtung ds; 
dann ist auch ^=0, d, h. die Kräfte, mit welchen die Ele- 
mente der Masse m den Punkt M anziehen, sind im Gleich- 
gewicht. 

Wenn umgekehrt P = ist, so ist fflr jede Richtung ds 
auch -j— «= 0. Solcher Gleichgewichtslagen kann es für den 
Punkt M mehrere und sogar unendlich viele geben, wie wir 
später sehen werden. Ist aber -5- nicht für jedes ds gleich 
Null, so ist auch P nicht gleich Null, Kennt man dann -j- 
für drei nicht in einer Ebene liegende Richtungen, so kann 
man die Griiase und Richtung von P bestimmen. Ueberhaupt 
zeigt die Formel (6), dass P der Diffcrentialparameter der 
Function ü"= /— ist, gleichviel ob der Punkt Jf ausserhalb 
oder innerhalb der Masse m liegt. 

Bezeichnet man wieder mit k den Maximalwerth von ^ 
und mit B den Maximalwerth von r, so findet man, dass der 
Absolutwerth des Integrals (5) nicht grösser als ftPu sein 
kann; hieraus folgt aber, dass -7- = Pcos (P, ds) und P, eben- 
sowohl wie ü, bei endlichen Dimensionen der Masse m und 
endlichem Abstände des angezogenen Punktes M von ihr end- 
liche Werthe haben, dass -sie dagegen bei unendlich kleinen 
Dimensionen der Masse m immer unendlich klein sind, wo 
der Punkt M auch liegen mag. 

37. Untersuchen wir nun die Werthe des Potentials U 
und der Attractiouskraft P in dem Falle, wenn der angezogene 
Punkt M unendlich weit von m entfernt ist. Es lassen sich 
folgende -Eigenschaften des Potentials und der Kraft beweisen: 

Das Potmtial U und die Kraft P sind unendlich klein, 
wenn der Pufdct M von den Punkten einer Masse m, welche 
eine endliche Grösse und endliche Dimensionen hat, unendlich 
tceit entfernt ist. Bezeichnet man mit d den Abstand des Ihtnktes 
M von einem beliebigen Punkte 0, der in dem Volum^i der 
Masse m oder auss^halh in endlicher Entfernung von derselben 
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lii^, so sind die Froducte US und Pd* für S = 00 gleich der 
Masse m; U und P werden daher bei unendlich grossem 3 un- 
endlich klein von dcrselhen Ordnung uiie -^ , resp. ^; dabei nähert 
si(^ die Sichtung von P der Richtung S. 

Seweis. Bezeiclmet u den Abstaad des Punktes von 
dem Elemente dm, so sieht man leicht, dase bei hinreichend 
grossem Werthe von S die Bedingung 

r-u<d<r + u (a) 

erfüllt ist, woraus folgt: 



-J^<m<m+J^ 



Man kann bierin, ohne die Beziehungen der Ungleichheit zu' 
stören, statt des variablen Werthes u dessen Maximalwerth Mj 
und ebenso statt des variablen Werthes r dessen Minimal- 
werth rj einsetzen. Dadurch erhält man aber: 

»(i-^)<ra<.,(i + Ä.). 

Da für ein unendlich grosses S die GrSsse — unendlich klein 
wird, so nähern sich die Grenzen, zwischen denen US ein- 
geschlossen ist, bei unendlich wachsendem 8 dem Werthe m, 
d. h, US convergirt gegen m. 

Die Frojection der Kraft P auf 8 ist durch das Integral 



/- 



{r6)dm 



ausgedrückt] daher ist: 



tf^P cos {PS) « P'*^/*"^' dm. 

Da S cos {Sr) = r — u cos («r) ist und u cos («»-)■ zwischen 
— M und + » liegt, so ist 

r — u<S cos (Sr) < r + «, 
-und dies giebt in Verbindung mit (o) 

(r - uf < S' cos {Sr) < (r + «)*; 
hieraus folgt 
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und folglich: 



(l - ^y < d*P cos (Fd) < m (l + ^) 



Man sieht hieraus, dass m die Grenze ist, der sich ä^P cos (Ptf) 
nähert, wenn sich der Punkt M unendlich weit von ent- 
fernt. Da hierbei alle Winkel (rä') sich der Null nähern, 
d.h. da alle Kräfte, die die Reaultant« P bilden, bei unend- 
lich grossem S unendlich kleine Winkel mit der Richtung d 
bilden, so bildet auch ihre geometrische Summe P mü der 
Bichtung von d einen unendlich kleinen Winkel. Mithin 
mihert sich die Richtung von P der Richtung S und das Yer- 
hältniss d'P cob (PS): d*P der Einheit Da aber, wie soeben 
bewiesen, m die Grenze von Ä*Pco8 (Pd) ist, so ist m auch die 
Grenze von $*P. Die Grössen U und P werden also bei un- 
endlich grossem S nnendlicb klein von derselben Ordnung wie 

Beispiele rOr die Berechnmitr des Potentials und der Mtracttons- 

kmft vermittelst einer Aber die anziehende Ma)se aastredehnten 

Inte^atlon. 

28. Anziehung eims Punktes durch eine von zwei concm- 
trischen Kvgdftächen eingescfdossene Kugelschicht, deren Dichtig- 
keit entw^er consiant oder eine Function des Abstandes vom 
Centrum allein ist (Fig. 27). 




Gesetzt, die zwischen den beiden concentriscben Kugeln 
vom Centram und von den Radien R und R' eingeschlossene 
Masse m ziehe den Punkt M an, dessen Abstand OM vom 
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Centrum gleich a ist; es sei B' <It und die Dichtigkeit q 
des Elements dm constant oder eine Function des aus nach 
dm gezogenen BadiusTectors u allein. Bedeutet nun <p den 
Winkel, welchen dieser Radiusvector mit der Kichtung OM 
bildet, und V den Winkel, den die Ebene des Winkels rp mit 
einer festen, durch OJf gehenden Ebene einschliesst, so hat man 

dm = p«* sin qidudtpd^ ; 
folglich ist 



-=ß'- 



WO r den Abstand des Elements dm vom Punkte M bezeichnet, 
der als Function von <p und m durch die Formel 

r = (m* + "* — 2a« cos tpy 
gegeben ist. Die Integration lässt sich nun in folgender Ord- 
nung ausfahren: 1) nach ip von bis a, 2) nach ij! von 
bis 2ä, 3) nach u von R' bis JR. 
Integrirt mau nach 91, so folgt: 






= ;^(»^ + «^ 



J («' + «' - 2»« coa q>)t 

Setzt man hierin für 9 die Grenzen und jt ein, so hat man 
drei Fälle zu unterscheiden: a) wenn der Punkt M ausser- 
halb der Masse m in dem die Kugelschicht umgebenden Baume 
liegt, b) wenn M innerhalb der Höhlung der Kugelschicht, 
d, h. in der Kugel vom Radius R' liegt, und c) wenn M in 
der Masse m liegt. 

a) Im ersten Falle entsprechen den Grenzwerthen (p = 
und g) ^ JT die Werthe r ^ a — m und r = a -|- m; daher ist 
das Resultat der Integration nach tp 



folglich ist: 

ü=^ j'2tfu^dud^. 

Fahrt man nun die Integration nach ^ aus, so ergipbt sich: 

U ^ — / iaQu'du. 
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Ea wäre nun noch die Integration nacli u auszuföhren, wobei 
Q als constant oder als eine Function von u roranagesetzt 
wird. Man sieht aber leicht, dass iau^dti der Differential- 
ansdruck des Volumens einer unendlich dünnen Schicht ist, 
die zwischen zwei Kugeln vom Radius m und b ~\- du ein- 
geschlossen ist. Daher ist 4aQu^du die Masse dieser Schicht, 

also J in ^u' du die ganze Masse m. Man hat also 

d. h. das Potential der Anziäiuvig, die eine Kugelschicht auf einen 
in dem äusseren umgebenden Baume befindlichen Rmkt ausübt, 
ist gleich der Masse der Schicht, dividirt durch den Abstand des 
angezogenen ^tnktes vom Centrum der Schicht. 

Die Niveaufläche (U) ist diejenige Fläche, für deren 
Punkte a einen constanten Werth hat; sie ist daher eine Kugel, 
deren Centrum und deren Radius QM ist. Der Differential- 
parameter der Function (a), der die Ättractionskraft P dar- 
stellt, ist 



und längs MO in dem Sinne gerichtet, in welchem der Punkt 
M verschoben werden muas, wenn — zunehmen soll. Diese 
Function wächst aber bei , abnehmendem a, d. h. wenn man 
M in der Richtung von M nach verschiebt; folglich ist die 
Ättractionskraft längs MO im Sinne von M nach gerichtet. 
Man kann daher sagen, dass eine von moei concentrischen 
Kugeln eingeschlossene Schicht, deren Dichtigkeit entweder con- 
stant oder eine Function des Abstandes vom Centrum allein ist, 
ein&t in dem die Schickt umgebenden Baume befindlichen Punkt 
ebenso anzieht, me ein eimelner im Centrum der Schürt liegende 
Punkt, dessen Masse gleich der Masse der ganzen Schicht ist. 

b) Liegt der Punkt M in der Höhlung der Schicht, so 
entsprechen den Grenzwerthen 9) = und 91 = re die Werthe 
r i^^u — u und r ^ o -j- m; daher giebt die Integration nach tpi- 



'■ °=" ^ [" + " ~ t" ~ "^^ "" T 
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folglich ist: 

Z7= 2jQuduä^ = 4xjQudu. (6) 

Diese Grösse ist von a, d. h, von dem Orte des Puukfces M 
in der Höhlung der Schicht, nicht abhängig; folglich hat U 
für alle Punkte dieses Raumes denselben Werth, so dass der 
Differentialpammeter P gleich Null ist Hieraus schliesst man, 
daas alle die Kräfte, mit welchen die Elemente der Schicht einen 
in der Höhlung der Schicht gelegenen Funkt anziehen, im Gleich- 
gewicht sind. 

c) Wenn der Punkt M innerhalb der Masse m liegt, bo 
sind die Werthe Ton r, die den Werthen 9 = und ip •=^ 
entsprechen, die folgenden: 

t = u — a und r = u -\- a für m>«, 
*■■=« — « und r = t( + o für 1* < a. 
Daher liefert die Integration nach fp im ersten Falle das Re- 
sultat — , im zweiten aber das Resultat — . Zerlegt man also 
die Masse 1» in zwei Tbeile m' und m" durch eine Kugel, 
deren Centrum und deren Radius OM = cl ist, so dass m' 
im Inneren dieser Kugel liegt, so ist der der Masse m' ent- 
sprechende Theil des Potentials U, wie im Falle a), durch 
das Integral 



\S' 



4jEpw'dM 



angedrückt; dagegen gilt für den der Masse m" entsprechenden 
Theil, ebenso wie im Falle b), das Integral 

^nj^udu; 
folglich ist: 

1/"= — iA.%(fu*du -\- 4re I ffudu; 

hieraus erhält man: 

du '1 / - t T t i i fl 1 "* 
— — = j I 4nifu^du -j- ^4rep„a° — 4Äp«ß ^ j-, 
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wo Oa der Werth von p für u^a ist: daher ist P^ — 3— = — =■. 
Die Bichtnng von P ist die Richtung MQ Jim Sinne von M 
nach 0. Dies zeigt, dass die ÄUraction nur von der Einmr- 
hung der Elemente der Masse m' auf den Funkt M herrührt, 
während die Kräfte der Elemente der Masse m" im Gleich- 
gewicht sind. 

Für eine Tollkngel hat man in den yorhergehenden For- 
meln ^' ^ zu setzen. Ist dabei die Masse homogen, so ist 
ff» = Y«(/P' «ad P^ -^^ für den Fall a), d. h. wenn M 
ausserhalb der Kugel li^t. Im Falle c) dagegen hat man 
m' = — 3tpa* und P = Y "^ptj d. h. eine homogene Vollkugel 
zieht einen inneren Punkt proportional dem Abstand des Punk- 
tes vom Centrum an. 

29. Die Gesetze der Anziehung eines Punktes durch ho- 
mogene Kugeln und Kugelschichten sind von Newton ge- 
funden worden.*) Er hat auch einige specielle Fälle der An- 
ziehung eines Punktes durch homogene Ellipsoide betrachtet 
und unter anderem den folgenden Satz bewiesen: Eine homo- 
gene, von zwei concentrischen, ähnlichen und ähnlich gelegenen 
Bllipsoideu eiageschlosBene Schicht übt auf einen in der Höh- 
lung befindlichen Punkt keine Wirkung aus.**) 

Es seien nämlich jS* und iS" zwei concentrische, ähnliche und 
ähnlich gelegene Ellipsoide, die eine homogene Masse m von 
der Dichtigkeit g begrenzen; jS" sei das innere, S das äussere 
Ellipsoid. Es ist nun zu beweisen, dass alle Kräfte, mit denen 
die Elemente jener Masse einen innerhalb oder auf der Ober- 
fläche des EUipsoids S befindlichen Punkt M anziehen, sich 
Gleichgewicht halten. Man denke sich um M als Centrum 
mit einem Radius gleich Eins eine Kugel beschrieben und 
ziehe von M aus durch ein beliebiges Element da der Ober- 
fläche dieser Kugel einen Radiusvector r bis zu einem behe- 
bigen Elemente am der Masse tn. Nach Formel (5) ist die 



*) Philoaophiae n&t, principia math., lib. I, aectio XII: De corporam 
ipbaericoram viribus attractivu (ed. La Senr 1T60, p. 4S6). 

**) Ib. lib. I, Sectio XUIi De cotporum non spbaericoram viribuB 
ottractinB, prop. KCl, prob!. XLV (ed. Le Senr 1760, p. 511— G20). 
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ProJRction der Resultante F aller Ättractionskräfte auf eine 
beliebige Axe Mx durch dag Integral 

P cos (Par) = p/coa (rx)drdß 
ausgediGckt. Gesetzt, die Gerade, auf welcher der Radiusvector r 
liegt, treffe das Elltpsoid S in den Punkten A und B und 
das EUipsoid S' in A' und B' (a. Fig. 28). Integrirt man 
üun nach r, so wird 

Pcos {Fx) = e/cos {rx){AA' - BB')dit , 

wo die Integration nach da Über die Halbkugel zu erstrecken 

Fig. «a. ist. Man sieht aber leicht, dass die 

Abschnitte AA' und BB' infolge der 

Aehnlichkeit und der ähnlichen Lage der 

Ellipaoide Sund S' gleich sind;*) daher 

verschwinden sämmtliche Elemente des 

Integrals fUr jedes dff; folglich ist 

P cos (Fx) =■ für jede Richtung der 

Projectionsaxe Mx\ dazu ist aber erforderlich, dass P ^ sei. 

30. Ami^uYtg eines Pwnifes durch ein homogenes EUipsoid. 

Mau denke sich ein volles homogenes EUipsoid von der 

Dichtigkeit ^, dessen Oberfläche in Bezug auf die Axen die 

Gleichung habe: 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, das Potential U der Kraft P 
zu finden, mit der dieser Körper den Punkt M{x, y, s) anzieht. 
Setzt man 

i^+^;+i;-®', (8) 

so ist dies die Gleichung einer der Fläche (7) ähnlichen und 
mit ihr ähnlich gelegenen Fläche. Giebt man also der Va- 
riablen & nach einander unendlich kleine Incremente d®, so 
zerlegt man dadurch das EUipsoid in unendlich dünne Schich- 

*) Der zu der Sehne AS conjugirte Durcliniesser OD der Ellipse 
AOB ist Eugkich auch der der Sebue A' B' conjugirte DnrchmesBer 
der Kllipae -A' OS'j daher haben die Sehnen AB und A"B' deneelben 
HalbiruBgapunkt D, d. h. es ist AD — BD und A' D — B' D\ folglich 
ist AA' =.BB\ 
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ten, Bo dass jede Schicht zwischen zwei ähnlichen Ellipeoiden 
(®) und (© + d0) enthalten ist. Daa Potential der An- 
ziehungskraft einer solchen Schicht ist dann das Differential 
des Potentials U bezüglich ®, d. h. d« U, Suchen wir nun 
einen Ausdruck für dieses Differential zu finden. 

Bezeichnet man mit dS ein Element der Fläche (8) von 
zwei unendlich kleinen Dimensionen, mit b die Dicke der Schicht 
in einem der Punkte von dS und mit r den von dem gege- 
benen Punkte M nach diesem Punkte gezogenen Badinsvector, 
so ist 

daV-eJ'^. (9) 

wo die Integration über die ganze Fläche (8) auszudehnen ist 
Um nun für dS und sdS einen zur Integration bequemen 
Ausdruck zn erhalten, wollen wir statt der geradlinigen Co- 
ordinaten |, ij, £ die Variablen 

»-4. "-7. «--7 ('») 

einführen, die wir als geradlinige Coordinaten eines gewissen 
Punktes bezüglich derselben Coordinatenaxen betrachten. Irgend 
zwei Systeme entsprechender Punkte (|, 1?, t) "nd («1 ", w) 
repräsentiren homologe Figuren von der Eigenschaft, dass das 
Yerhältniss entsprechender Volumina constant und gleich dem 
Frodncte aßy ist. Denn es ist 

Jdid'ijdt •= aßyfdudvdw. 
Dem Ellipsoid (8) entspricht eine Kugel, deren Gleichung 

«3 -). i;» _[_«,»= ©« 

ist. Dem Elemente dS der Oberfläche des EUipsoids entspricht 
auf dieser Engel ein Element, das man durch 0^d<l aus- 
drücken kann, wenn man mit d(S ein ihm ähnliches und ähn- 
lich gelegenes Element auf einer Kugel vom Radius 1 be- 
zeichnet. Daher entspricht dem Elemente EdS des Volumens 
der Ellipsoidschicht das Volumenelement @'d0da einer Kugel- 
schicbt, die zwischen zwei Kugeln von den ßadien & und 
# -f- d& enthalten ist. Es ist also: 

EdS = aßyda&^d&. (11) 

Differentürt man den Ausdruck (8) nach nnd bezeichnet 
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mit p den Differentialparameter er8ter Ordnung der Function 
^8" des Punktes (£, i], £), so hat man 

©d&^pi, (12) 



g + ? + # 



ist (s. Kinem. S. 112); p hat die Eiclitnng der äusseren Nor- 
male des Ellipsoids (8) im Punkte {|, tj, S). 

Aus den beiden Gleichungen (11) und (12) ergebt sich: 
dS = aßyda&p. (13) 

Substituirt man in (9) statt sdS den Ausdruck (11), so er- 
hält man: 



rföD" = 



= gaßY&*d&J~. (14) 



Nimmt man nuu an, das Ellipsoid (7) sei mit einem anderen 
gegebenen EUipsoide 

^' + ■^' + ^ = 1 (15) 

confocal, was sich durch die Bedingungen 

«a = aj + i, )3* = (ij-4-A, ^" = 0, + ^ (16) 

ausdrücken lässt, so wird d^U eine Fnnctioa der beiden un- 
abhängigen Variablen @ und L Man erhält diese Function, 
wenn man bezüglich de integrirt; diese Integration bietet aber 
in dem Falle, dass der angezogene Punkt ein äusserer ist, 
Schwierigkeiten dar, die man folgendermassen vermeiden kann. 
Man dividirt den Ausdruck (14) durch aßy und differen- 
tiirt dann nach X. Dadurch erhält man: 

Aus der Formel 

r'-(|-«)' + (,-j,)' + (S-«)' 
folgt: 

rdr -(i-£)di + (r,- y)dr, + (5 - sjit- (18) 
Bei der Differentiation nach i. sind die Grössen u, v, w und 
de als Constante zu betrachten. Man hat daher auf Grund 
der Formeln (10) und (16): 
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d| = ^rfA, dt] 
Nun ist aber 

-^^pcos (px) , 4i^p cos (py) , -^^p cos {$z) ; 
daher wird: 

i\'=k$ cos {jpx)dk, dt}^\pco8{py)dX, d^^ ^ p cos (pz)dl. 
Sobstituirt man diese Ausdrücke in die Formel (18) und divi- 
dirt durch r, ao folgt: 

dr = ^p cos {pr)dX; 
hiermit geht die Formel (17) über in: 

d.(j|g)--,ew /'""y"" . 

Eliminirt man hieraus pdo vermittelst der Formel (13), so 
findet man: 

''•Kwy) ^trJ —r- — • <"^ 

Diese Formel liefert zwei verschiedene Resultate, je nachdem 
der Punkt M (x, y, s) ausserhalb oder innerhalb des ElUp- 
soids (8) liegt Im ersten Falle hat man nach dem in § 62 
angeführten Satze von Gauss 

/" 'coa {pr-)dS _ Q 

und folglich 

*(^)=«- '») 

Liegt der Punkt M ausserhalb des EUipsoids (A), so genügen 
seine Goordüiaten der Bedingung 

in diesem Falle gilt die Formel (20) für jeden Werth von @, 
der zwischen und 1 liegt. Nimmt man also das Integral 
nach & zwischen diesen Grenzen, so ergiebt sich 
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''(4)=». 



(22) 



da JdeU= trist. 

Betrachtet man die Coordinateu x, y, z ab coastant und 
A als die Variable, so hat man fUr diese Variable die Be- 
dingung (21), wenn Gleichung (22) bestehen soll. Es sei i.^ 
ein Werth von X, der der Gleichung (21) genügt Nimmt 
man das Integral der Gleichung (22) zwischen den Grenzen 
X and A, und bezeichnet man mit JJ^, o,, ft, y^ die Werthe 
der Grössen U, a, ß, y tür l := A,, so hat man die Proportion 
JL - JIi^ (23) 

welche zeigt, dass die Potentiale der AttracUonm, wdche swei 
confocale EÜipsoide auf denselben äusseren Funkt ausüben, den 
Froduden der entsprechenden Halhaaxn proportional sind, mit- 
hin atich den Volumina und Massen der ElUpsoide, da auch 
diese Grossen den Froducten der Ealbaxen proportional sind. 

Da bei constantem U auch der Werth yon Z7, constant 
ist, so sind die Niveauäächen (TT) und (U^) der beiden Func- 
tionen dieselben. Daher fallen die DifFerentialparameter erster 
Ordnung P und P, der Functionen ü und t7j im Punkte 
M {x, y, s) in dieselbe Gerade; sie sind aber auch von dem- 
selben Sinne, da U und U^ bei der Verschiebung des Punk- 
tes M gleichzeitig wachsen oder abnehmen. Das Verhältniss 
der Parameter P und P, ist gleich dem Verhältniss -jj-, d.h. 

^P P, 

o|Sy «..P,V, ' 
denn, wenn man mit dn die Normalverschiebung des Punk- 
tes M gegen die Niveaufläcbe (ü) oder {JJ^ bezeichnet, so ist 

dU dU, 

Daher fallen die Ättracfionshräfie, mit welchen zwei homogene 
confocale EU^oide einen beliebigen äusseren Punkt anziehen, in 
eine und dieselbe Gerade und sind den Massen der EÜipsoide 
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Dieser Satz, den man den Maclaurin'schen Satz nennt^ 
erlaubt, die Anziehung eines äusseren Punktes durch ein Ellip- 
soid zu berechnen, wenn die Anziehung deäaelbeu Punktes 
durch das dem ersten confoeale Ellipaoid, auf dessen Ober- 
fläche der Punkt liegt, bekannt ist. - 

Wir wollen nun zu dem Falle übergehen, daas der Pnnkt 
M innerhalb des Ellipsoids (S) liegt. Dann hat man nach 
dem in § 62 der Einleitung angefahrten Satze von Gauss: 



P 



'--i^; 



daher geht die Formel (19) in die folgende über: 

■ *llS^ ipy— ■ (2^) 

Wählt man nun für J einen Werth, der der Gleichung 

^TTi "*" %Ti "*" ^T+i - ^ 

genügt und lässt @ zwischen und 1 variiren, so Endet man 
zwischen diesen Grenzen für & einen Werth, der durch die 
Gleichung 

bestimmt ist. Dieser Werth bestimmt eine dem EUipsoid (7) 
ähnliche Fläche, die durch den gegebenen inneren Punkt 
M(x, y, z) hindurchgeht. 

Integrirt man dA — 3—) von bis 1 und beachtet die 
Gleichung (22), die fOr jeden Werth @ < ©^ besteht, sowie 
die Gleichung (24), die für > ©^ und < 1 gilt, so erhält man: 



*(40 =--'('-«!) 41 • 

rin fBr @\ seinen Wei 
Leb X zwischen den Gt 



Upy- 
Substituirt man hierin fDr ®\ seinen Werth aus (25) und in- 
tegrirt dann beztlglich X zwischen den Grenzen A und -\- cki, 
so findet man: 



00 



' s+')kS 



+iK«,+i)(o.+l) 
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Hierin ist (— ä-lder Werth von 



U . 



(*)r-/('- 



gleich Nall, wail das Product aßy von höherer Ordnung un- 
endlich gross wird als U. Bezeichnet man nämlich mit M 
den gröasten von M nach der Oberfläche des Ellipsoids (A) 
gezogenen Radiusvector, ho hat man, wie im § 25 gezeigt 
wurde, ?/< ^ P<J■R^ wo ein Theil einer Kugeloberfläche vom 
Radius 1 ist Für a = oo, jj^oo, ^1=00 wird die Grösse 
J? imendlich gross von der 2. Ordnung; folglich kann auch U 
von keiner höheren Ordnung unendlich gross sein als von 
der zweiten. Daher geht die Gleichung (26) über in: 

- - - -^ — '' \ ^'' (21\ 

0,+}. a^+l a,+>.)y(a^^x){äi+X)(a,+iy ^ 

Liegt der Punkt M innerhalb des Ellipsoids (15) 

ll + i + H.i, 

Bo kann man X ^ setzen. Dadurch erhält man aus For- 
mel (27) den Werth des Potentials für dieses EUipsoid, nämlich: 

00 

Liegt aber der Punkt M ausserhalb des Ellipsoids (15), eo 
kann man nach dem Maclaurin'schen Satz das Potential für 
dieses EUipsoid mit Hilfe des Potentials U, eines confocalen 
Ellipsoids bestimmen, dessen Oberfläche durch den Punkt M 
geht. Bezeichnet man den entsprechenden Werth von K mit 
Ai, so hat man zur Bestimmung Ton }.^ die Gleichung 

^' I -y— -L '' = 1 

Dieser Werth A, ist die grösste Wurzel der Gleichung dritten 
Grades 

(«, + ») («■ + i) («. + j) - «* («, +>■) («. + i) - 
-»■(«. + >) {«> + j) - »■ (", + *)(«, + i) - 1 

dieselbe liegt zwischen oo und — o, , wenn o, > Oj > o, ist 
(s. Kinem. § 56). 
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Setzt man «i + A, = aj , a^ -\-ki = ß], «3 + ^i = yji so 
erhält man aus Formel (21) 

—•i— = C{\ — ^' _ y' _ g' - \ dl _ 

«ift/i^^yi, «,+1 «,+1 «,+V)/(^+J)(a,4.X)K+i)' 

die Formel (23) giebt aber: 

F tf, 

folglich ist: 

00 
r=MW,^ /Vi - — ,'-: ~ -^ - -47'! , ^^ (29) 



o,+X a,+i %+V !/('', +l)(a,+l)(a.+I)' 



31. Man sieht leicht ein, dass die Formeln (14), (20), 
(22) und (24) auch dann noch ihre Giltigkeit behalten, wenn 
die Dichtigkeit p eine Function der variablen Grösse ®* ist, 
d. h. wenn die Masse über jeder, der Oberfläche des gegebenen 
Ellipsoids ähnlichen Fläche gleichförmig vertheilt ist, sich aber 
beim Uebergange Ton einer solchen Fläche zu einer anderen 
ändert Bei einer solchen Vertheilung der Dichtigkeit in dem 
Ellipsoid (7) findet man wieder die Gleichung 
U U, 

die auf den Maclaurin'schen Satz führt. Da die Massen 
zweier EUipsoide, deren Potentiale ü und U, sind, sich durch 
die Integrale 

4:XaßYfQ®^d& und AnUiß^yiJg®^ d® , 

welche den Prodncten aßy und ßiAyi proportional sind, aus- 
drücken lassen, so sind die Potentiale U und U^ den ent- 
sprechenden Massen proportional 
Setzt man 

2jQ@d® = F{®^, 
so ergiebt die Gleichung (24) 

woraus folgt: 1) für einen inneren Punkt M{x,-y, e) 
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U = «ya,a,a, f\F(l) - F(©J)l--===%=^^, (30) 

J L Jy('>i + 1) (Oü + 1) <>< + 1) 

2) für einen äusseren Punkt 



U==xya^a,a^ J'[F{1) - F(@]j] 



KK+l)(«, + l)(a,+l) 



,(31) 



I Z, die grÖBste Wurzel der Gleichung 



ist Die Formeln (28) und (29) sind in den Formeln (30) 
und (31) als Specialfälle enthalten. Das in (28) und (29) auf- 
tretende Integral nach l lässt sich auf elliptische Integrale 
zurückführen.*) Auch das in (30) und (31) vorkommende 
Integral nach il lässt sich auf derartige Integrale zurückfuhren, 
wenn F(&\') eine algebraische rationale Function bezüglich 
®\ ist 

Die Grenzen des Integrals nach l in (31) können auf 
und oo gebracht werden, wie in Formel (30); man braucht 
dazu nur k = X^ -^ s zu setzen und dann nach s zu integriren; 
dann geht (31) über in: 

"-'y^f[^m-''(^-^]v^mm^> (32) 

mit 

®' = -1^ h -iX 1 ^ . 

32. Um die Projectionen der Ättractionskraft P auf die 
Coordinatenaxen zu erhalten, muss man die partiellen Deri- 
virten erster Ordnung von dem Potential U bezüglich der 
Coordinaten x, y, z des angezogenen Punktes M sucheiL 

1) Für einen inneren Punkt M giebt die Formel (30) 

*) Legendre, Trait^ des fonctiona elliptiques eto. T. I. — J. 80- 
moff, GrundBÜge der Theorie der elliptisohen Fnoctioneo, 1850. (nuB). 
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ii_-«i/»Ä^_p-w)i;^ 



)'(»,+»)(«.+i)(".+>)' 



wo ^^ ^-j und F'{@;) die DichlJEkeit ? fOr ® — S, 

bedeutet^ d. h. die Dichtigkeit auf der Oberfläche des Ellipsoids 

^. + ^. + ^-.-^'-^ 
Im Falle eines homogenen Ellipsoids ist p = F'(&^) eine con- 
etante Grösse. 

Man bat also allgemein fQr die Projectionen der An- 
ziehungskraft anf die Coordinaten-Axen die Formeln: 

oo 
du n ,/ P edl 

^ = - 2^yya;^ (' "''^ - .(3A) 






pdil 



+ l)V(»i +!)('% + 1) K + i) 



2) Im Falle eines äusseren Punktes ei^ebt sich aus 
Formel (31): 

00 






3« y{i,+i)(a,+l)K + l) 



für A = A, . 

Da ©1 = 1 für A = A,, so wird i^(l) — F{&X) ^t Null. 



erster Ordnung der elliptischen Coordinate A, ist, ist eine 
endliche Grösse (s. Kinematik § 57, Formeln (12)); folglich 
verschwindet in der obigen Formel der vom Integralzeichen 
freie Theil. Daher hat man: 



2nxy a^a^a^ j — , .f - 






«l'K +>)(". +!)(».+») 
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2«yya.a,a, {' — - '^^^ , (34) 



'JjczV 



f {», + Wia. + 1) K + 1) (", + 1) 



33, Im Falle eines homogenen Ellipsoids tritt die Dich- 
tigkeit p als Factor vor das Integralzeichen, und wenn man 

^ -/(». + -ir* (<h + «'* («3 + if* dl, 

setzt, so kann man das Potential U (29) in der Form 

fr-}„.(x + 2|^:." + 2?^j,'+2|^.') (36) 

darstellen, wenn m => 4^9 K'^'^i'^ '^'^ Masse des gegebenen 
Ellipsoids ist Ebenso nehmen die Formeln (34) die Gestalt an: 

8U „ SA 
^- = Zm^ 5 — 

8s So. 

Im Falle eines äusseren Punktes ist die Niveaufläche (f7) eine 

transcendente Fläche^ denn die Grösse A und ihre Derivirten 

nach Rj, »2, Og sind transcendente Functionen der Grösse X^, 

die eine Function der Coordinaten x, y, s ist Im Falle eines 

inneren Punktes dagegen hängt X^ nicht von Xy y, s ah, denn 

es ist A. = 0. Daher sind auch -d, 3— , 5— , ~ — Ton x, y, s 

unabhängig; folglich ist in diesem Falle die Niveauääche (U), 

wie aus der Formel (35) ersichtlich, eine algebraische Fläche 

2. Ordnung, die mit dem gegebenen Ellipsoid concentrisch ist. 

Man sieht nun leicht, dass die Integrale, die die Grössen 

A —— — — _ — 
' da, ' dot ' 3a, 

ausdrucken, nur aus positiven Elementen bestehen; daher haben 
sie selbst positive Werthe; folglich ist die Niveaufläche (ü), 
tüT jeden inneren Punkt ein dem gegebenen concentrisches 
und coaxiales Ellipsoid. 
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Bezeichaet S das vom Centrum auf die TangentenebeDe 
des Ellipaoids (^ im Punkte (x, y, e) gelallte Perpendikel, 
Bo erhält man (nach Kinematik § 54) für die Kraft, mit wel- 
cher die Masse m des gegebenen Ellipsoids einen inneren 
Punkt anzieht^ den Ausdruck: 

„ mt«Ä- ü) 

34. Es sei 

ein dem gegebenen ähnliches Ellipsoid, das eine Masse von 
derselben Dichtigkeit f> enthält und einen inneren Punkt (x, y, s) 
anzieht. 

Bezeichnet man mit U' das ihm entsprechende Potential, 
so erhält man den Werth von V, indem man in Formel (28) 
die Quadrate der Halbaxen a^, a^, a^ mit den ihnen propor- 
tionalen Grössen a^©*, fls®^ «j®^ vertauscht. Dadurch geht 
die Grösse A über in 

oo , 

/(a,®> + X) *(Oj0^ + >l) *(a3@' + A) ^dl. 

Dieses Integral nimmt, wenn man l = V®^ setzt, die Gestalt an: 
oo 



iß-' 



Ebenso findet man, dass g— in ^^ ä~" übergeht und dass die 
Masse m gleich m@^ wird. Folglich ist 

Snbtrabirt man dies von dem Ausdruck (28) oder (35), so er- 
giebt sich 

U— U' = imA{l - ®'). 
Diese Differenz ist für @*<1 das Potential einer zwischen zwei 
ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsoiden eingeschlossenen 
Schicht. Da dasselbe von den Coordinaten x, y, z eines in der 
Höhlung der Schicht, "d. h. innerhalb des Ellipsoids (a) ge- 
legenen Punktes nicht abhängt, so ist sein Differentialpara- 
meter erster Ordnung gleich Null; folglich ist die Attractions- 
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kraft gleich Null, was als eJD zweiter Beweis des Newto^'achen 
Satzes § 39 anzusehen ist 

35. Äua den Formeln (36) sieht man, dass fflr den Fall 
der Anziehung eines inneren Punktes durch ein Ellipsoid die 
Projectionen der anziehenden Kraft auf die Coordinaten-Axen 
den entaprechenden Coordinaten des angezogenen Punktes pro- 
portional sind; denn die Grössen ^ — , 2— , ä — sind von die- 
sen Coordinaten unabhängig. Wenn man daher die Projectio- 
nen der einen Punkt {x, y, 0) anziehenden Kraft P auf die 
Coordinaten-Axen mit X, ¥, Z und die Projectionen der einen 
anderen Punkt (x', y, g') anziehenden Kraft P' mit X', Y", Z' 
bezeichnet, so hat man: 

Z^_X] Y_ Y^ Z__Z' 
X ~ x' > y'^y'' g ~1^' 
Liegen die Punkte (a;, y, e) nnd {x', y, z') auf einer durch den 
Mittelpunkt des Ellipsoids gehenden Geraden, so hat man, wenn 
r und r' die Entfernungen der Punkte von dem Hittel- 
punkte sindf 

x:x' = y:y' = z:z' = r:r'\ 
mithin ist dann 

X:X'= T: T = Z: Z' = r -.r' , 
woraus folgt: 



Man sieht hieraus, dass zwei Punkte, die auf einer durdt 
das Cen^ntn des Eüipsoids gehenden Geraden lü^en, mit Kräften 
angezogen werden, die den Enifemungm, der Punkte vom Mittel- 
punkie proportional tmd einander partdiel sind. 

Da die durch die gegebenen Punkte hindurchgehenden 
Niveauääcben ähnliche Eltipsoide sind, wie aus Gleichung (35) 
hervorgeht, so sind die Richtungen der Kräfte P und P' die 
Normalen dieser Ellipsoide in den Punkten (x, y, z) und 
{x'j y, z'). In dem speciellen Falle, dass diese Punkte auf 
einer der Axen des Ellipsoids liegen, haben die Kräfte P und 
P' beide die Richtung dieser Axe. 

36. Wenn der Punkt {x, y, z) ausserhalb des gegebenen 



izecy Google 



- 205 - 

Ellipsoids liegt, ao kaon man dasselbe auf Grund des If aclau- 
rin'scheo Satzea durch ein ihm confooales Ellipsoid ersetzen, 
auf dessen Oberfläche der Funkt (x, y, s) liegt^ nämlich durch 
das Ellipsoid 

und auf dieses die Formeln (36) anwenden. Setzt man dann 
«^ + Ai = a\, «i + -l, = «;, Os + A, = «; und i = X, + l', 
so erhält man 

und 5 — = 7~-r . Sind ferner x', «', e' die Goordinateu eines 
Sa, 3a, ' * ' 

in Bezug auf das Ellipsoid (37) inneren Punktes und ist U' 

das Potential der Attraction dieses Punktes durch die in dem 

Ellipsoid (37) enthaltene Masse m' von der Dichtigkeit ^, so 

hat man nach den Formeln (36) 

dx da, ' 

wo m' ■=^7tQya\a\a\; folglich ist 

dU dV , , -,/ ■■■/ , , . 

. ^__ __ ^^ . ^ j; _3; ajya^OgOj : a; ya,ajOj . 

Wählt man nun den Punkt {x', y', e') so, dass 

»■_«]/^, S--,|/^, .'-«l/i, (38) 

SO findet man, dass 

'^■.yf-v^,:yä:i,. (39) 

Durch Substitution der Ausdrücke (38) in die Gleichung des 
gegebenen Ellipsoids 

Si + 5l + ü-l 



^ + fr + ^ = l- 
Es zeigt dies, dass, wenn der Punkt M' auf dem gegebenen 
Ellipsoide liegt^ der Punkt M dem confocalen Ellipsoide (37) 
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angehört; und umgekehrt, wenn man M auf dem Ellipsoide 
(37) gewählt hat, so liegt M' auf dem gegebenen. Zwei solche 
Punkte, auf zwei confocalen Ellipsoiden, deren Coordinaten 
die Bedingungen (38) erfüllen, d. h. den entsprechenden Halb- 
axen der ElUpsoide proportional sind, nennt man entsprechende 
Punkte (corresponding pointa). In Gleichung (39) liegt der fol- 
gende Satz: Dk IVojection der Kraft, mit welcher ein gegebenes 
Ellipsoiä einen äusseren PunM M anzieht, auf eine der Axen 
dieses EUipsoids verhält sich zu der Projection der Kraß, mit 
welcher das durch den Punkt M gehende, dem gegebenen gleich- 
artige und confocale ElKpsmd den dem Punicte M entsprechenden 
Punkt M' des g^ebenen EUipsoids anzieht, auf dieselbe Axe, wie 
siek die Producte der zu der Prqjedionsaxe senkrechten Halbaxen 
der beiden Ellipsoide zu einander vm-halten, also auch tme die 
Schnittflächen der ElUpsoide mit einer zur I^ojecttonsoice senk- 
rechten Ebene. 

Dies ist der Satz von Ivory. Er hat ihn direct bewie- 
sen, indem er von der Eigenschaft der entsprechenden Punkte 
ausging, dass die Entfemmig zweier auf zwei confocalen Ellip- 
soiden gewählter Punkte gleich der Entfernang der ihnen ent- 
sprechenden Punkte ist.*) Poisson zeigte, dass der Ivory' sehe 
Satz nicht nur für die Ättraction nach dem Newton'schen 
Gesetze, sondern auch für die Ättraction nach irgend einem 
anderen Gesetze gelte.**) 

37. Die Integrale, welche das Potential und die Pro- 
jectionen der anziehenden Eraft auf die Coordinatenaxen aus- 
dröcken, reduciren sich auf cyklometrische und logaritlunische 
Functionen, wenn zwei Äsen des Ellipsoids einander gleich 
sind, d. h. im Falle eines Rotationsellipsoids. Wir wollen mm 
den Fall eines abgeplatteten homogenen (sogenannten plane- 
taren) Rotationsellipsoids näher betrachten. Setzt man o^ =.ag 
und «1 > dj, 80 wird 

Ä=f{a, + V)-'(a, + iy''dk. 

*) On the attractioiw of homogeneons ellipsoidB. PhiL Transaot. 
(London, 180B), p. 355. 

**) BnUetin de la Bocidtä philomatbiqne, novembre 1815. 
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In den Formeln (35) und (36) hat man g— und =— durch 
^ g — zu ersetzen^*) folglich wird: 

F=i«.[A+|^(:c* + j^)+2||^], (40) 

du , dA 

du - dA ,.,> 

Dabei bat man im Falle eines äusseren Punktes für A^ die 
positive Wurzel der Gleichung 

die fOi l vom 2. Grade ist, zu wählen. Der unter dem In- 
tegralzeichen Ton A stehende Ausdruck wird rational, wenn man 



setzt und so ftlr X die neue Variable u einführt. Setzt man 
ausserdem 



V«.- 

> folgt 



-^/^ 



9J /*" 2u'dM 1 r 1 . 'n \ «1 1 

5— = — 1 Tr-ris-r-Fi = — TT-i\ i arctanfÄe«,)— -nii-r^ . 
3'*i J (^ + * « ") lc'e'[ke ^ '•' I+ft'e'uJJ' 

9^ r' «'AM 1 r 1 i. /i O 

0^ = - / rri^^ = - fcv [«' - Ä^ *'^*'^ ^*^"'^J ■ 

Hierin ist k die kleine Halbaxe des Meridians und e das Ver- 
hältnisB der ExcentriciiSt zu dieser Ealbaxe. Die Gleichung 
(42) geht in die folgende aber: 

•) Denn im TOrliegeudem Falle ist =— da«, worauf sioli der Aoadriick 

o, =. Oj setzt 



dA , Sa doj 
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(r1^*Ä + ^')"'-'- 



Löst man dieselbe nach m' auf und wähH die positive Wurzel, 
so erhält man u' und somit %. Da «^ und U (40) Functio- 
nen von a;* + y* sind, so ist die Miveaufläche {TT) eine ßo- 
tationsääche um die s-Axe. Bezeichnet r den Radius des 
Parallelkreises, auf dem der Punkt (x, y, s) liegt, so bat man 
^' + y* = *■'; ™*" kann daher die Formeln (43) und (40) 
auch schreiben: 

(r+iW + '')«'-i. 

Die Attractionskraft P liegt in der Meridianebene des Punktes 
(x, y, z) und lässt sich durch ihre Projectionen bestimmen, 
nämlich durch die Projection auf die 2-Axe 

Z ■= -^ = — jp-r «1 — j- arctan («6%) 

und durch die Projection auf ein vom Punkte {x, y, s) anf 
diese Axe geßUtea Perpendikel 

B ==_____ |^„ arctan {luu,) - Y+Wi^] i 

diese letztere Projection ist zugleich auch die Projection der 
Kraft i* auf die im Mittelpunkte des Ellipsoids senkrecht zur 
ir-Axe errichtete Ebene, die man die Ebene des Aequators 
nennt. In diesen Formeln ist überall 

Für einen auf der Oberfläche oder innerhalb des Ellip- 
soids gelegenen Punkt {x, y, z) hat man A, = zu setzen. 
Dann ist «^ ^ Oj ^ ^ -r- und folglich: 



Z= — 4Jt(f i- (1 + e^)e ["i _ i. arctan (e)l , 

iJ = - 2;tp ^ (1 + e*)r fy arctan (e) - ~^1 . 



(44) 



Nehmen "wir nun an, der angezogene Punkt liege auf der 
Oberfläche des Ellipsoids und die Grösse e des Verhältnisses 
der Excentricität des Meridians zu der halben Kotationaaxe k 
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sei so klein, tiaes man höhere Potenzen als ^ vernachlässigen 
darf. Dann erhält man durch Entwickelung des Ausdrucks 
(44) nach Potenzen von e* die approximativen Werthe: 

Die Richtung der Ättractionskraft P = yZ* + JJ* ISsat sich 
durch den Winkel bestimmen, welchen sie mit der grossen 
Halbaxe des durch den Punkt {x, y, e) gehenden Meridians 
oder mit der Ebene des Aequators bildet. Bezeichnet man 
diesen Winkel 'mit <p, so hat man 



Die Formeln (45) geben' 

«»-(p-'-l^-fa + M- («) 

Hierin ist - die Tangente des Winkels, den der vom Mittel- 
punkte des Ellipsoids nach dem angezogenen Punkte M ge- 
zogene Badiusvector OM = k mit der Ebene des Aequators 
bildet. Nennt man diesen Winkel l, so ist tani = — , mithin 
nach Formel (46) 

tany = tanr(l + |fi»). (47) 

Man sieht hieraus, dass die Richtung der Kraft f im Allge- 
meinen nicht mit dem Radius MO zusammen fallt Dies tritt 
nur dann ein, wenn der Punkt M. in der Ebene des Aequa- 
tors oder auf der Rotationsme des Ellipsoids Hegt. Auch fällt 
die Richtung von P nicht mit der Normale des anziehenden 
Ellipsoids im Punkte M. zusammen, ausgenommen in den bei- 
den eben genannten Fällen. Bezeichnet ^ den Winkel zwi- 
schen dieser Normale und der Ebene des Aequators, so findet 
man leicht, dass 

tan/S ^tanr(l + e») (48) 

ist. Eliminirt man tanZ aus (47) und (48), so folgt; 
tan 9 = tan /J ■ ^^^^^ = tan (3 ■ (1 — | e*). 

Dies zeigt, dass ip <ß, d, h, daas die Kraft weniger gegen 
den Aequator geneigt ist, als die Normale im Funkte M. 

Bomatl, Hechinlk. U. 14 
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Die Differenz ß — ip, welche gleich dem Wintel zwischen 
der Kraft P und der Normale ist, bestimnit sich annähernd 
durch die Formel 

ß — <p = \eUm(2ß). 
Die Formebi (45) geben filr den Werth der Attractionskraft; 
F = yZ^ -fc- 1^ den approximatJTen Ausdruck 

F - ».pV^ + T* (l + i^ ^4t^ ■' 

hieraus ergieht sich, wenn man beachtet, dass je^ -j~ ^ "^ ^^ »"^ 
-^ = 8inZ ist, der Werth 

P= i»p« (1 - ie» + |e» ein^O; 
nun giebt aber Formel (48) 

sin* l •= sin* ^ (1 — c* sin* ß cos* ß) ; 
man kann daher mit Yemachläsaigung höherer Potenzen von 
e* setzen 

P=i«Qu (1 - |e» + i^ sinV). (49) 

Wendet man nun diese Formel auf das Erdellipsoid an, wel- 
ches man annähernd als ein an den Polen abgeplattetes 
Rotationsellipsoid ansehen kann, so hat man approximativ 
e = 0,082 zu setzen. In diesem Falle ist der Winkel ß an- 
nähernd die geographische Breite des Punktes M. Bei einer 
Breite, deren Cosinus gleich —= ist, hat man cos' (5 = i, so 
dass die Formel (49) ergieht: 

Dies ist aber die Kraft, mit welcher eine homogene Kugd 
von der Dichtigkeit p, deren Centram in und deren Radius 
gleich M ist, den Punkt M anziehen würde (s. § 26). 
Die Gleichung des Meridians 

F(i"+^) + F = ^ 
giebt 

«* cos' l , w'rin'i - 

i'(l + ö "'" ** ~ ' 
hieraus folgt annähernd 

M = ifc(l +iC*C08*Z), 
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was mit Hilfe der Formel (48) auf den Ausdruck 

führt. Substituirt man denselben für v in die Formel (49), 
so folgt: 

JP= 4«pÄ (1 + ^\^ + Ac» sin* ß). (50) 

Multiplicirt man P mit dem in § 20 der Einfachheit halber 
weggelassenen Coefficieuten n, der das Verhältniss der An- 
ziehungskraft zweier materiellen Punkte in der Entfemui^ 1 
zu den Massen dieser Funkte daxstellt, so erhält man die 
Grosse Pft, welche die Beschleunigung ist, mit der ein in der 
Nähe der Erdoberfläche befindlicher Körper fallen würde, wenn 
die Erde von dem fallenden Körper nicht ai^;ezogen würde 
und keine Rotationsbewegung um ihre Axe hätte. Diese Be- 
schleunigung unterscheidet sich von der in Wirklichkeit be- 
obachteten Beschleunigung des freien Falles, welche letztere 
als relative Beschleunigung anzusehen ist (e. Kinem. Cap. XYH). 
Wir werden an einer anderen Stelle zeigen, wie sich der 
Unterschied zwischen diesen beiden Beschleunigui^en be- 
stimmen lässt. 

38. Das Problem der Anziehung eines Punktes durch 
ein homogenes Ellipsoid bot für die Geometer ein besonderes 
Interesse dar wegen der Schwierigkeit der Lösung filr den 
Fall, dasB der angezogene Punkt ausserhalb des Ellipsoids 
liegt Newton fand den in § 29 bewiesenen Satz über die 
Wirkung einer von zwei ähnlichen und ähnlich gelegenen 
ElUpsoiden eingeschlossenen Schicht auf einen in der Höhlung 
liegenden Punkt; mit Hilfe dieses Satzes führte er dann das 
Problem der Anziehung eines inneren Punktes auf das eines 
Punktes auf der Oberfläche zurück. Newton zeigte überdies, 
dass die Kräfte, mit welchen zwei ähnliche und ähnlich ge- 
legene Ellipsoide zwei ähnlich auf ihren Oberflächen gelegene 
Punkte aii7.iehen, den Entfernungen dieser Punkte vom Mittel- 
punkte der Ellipsoide proportional sind (s. § 35), Er he- 
Btimmte ausserdem die Grösse der Kraft, mit welcher ein 
Rotationsellipsoid die auf der Rotationsaxe gelegenen Punkte 
anzieht. Maclaurin fand die Anziehung, welche ein Rota- 
tionsellipsoid auf einen beliebigen auf seiner Oberfläche be- 
findlichen Punkt ausübt und gab ohne Beweis den Satz, der 
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die Wirkimg zweier coafocaleu Ellipsoide auf einen und den- 
selben Punkt betrifft (S. 196), wobei er sich jedoch auf den 
Bpeciellen Fall beschränkte, daea der Punkt auf einer der 
Axen des Ellipsoids liegt Mit Hilfe dieses Satzes leitete er 
die Wirkung ab, welche ein RotatioDsellipBoid anf einen äusseren 
Punkt ausübt, der auf der Rotationsaxe oder in einer zn dieser 
Äxe senkrechten Ebene liegt.*) Hierauf bestimmten d'Alem- 
bert**) und Lagrange***) die Kraft, mit der ein Ellipsoid 
mit drei ungleichen Axei^ einen beliebigen auf seiner Ober- 
ääehe gelegenen Punkt anzieht. D'Alembert zweifelte anfangs 
daran, dass der Maclaurin'sche Satz für ein Ellipsoid mit 
drei ungleichen Axen giltig sei; doch bewies er ihn später in 
einem Briefe an Lagrange auf synthetischem Wege-f) Hierauf 
gab Lagrange einen analytischen Beweis dieses 8atzes.-ff) 
Legendre zeigte, dass der Maclanrin'sche Satz f8r jede 
Lage eines äusseren angezogenen Punktes gelte und gab eine 
Tollständige Lösung des Problems von der Attraction eines 
Punktes durch ein B>otation8ellipsoid.-H-i-) Die erste vollstän- 
dige Lösung des Problems der Attraction eines inneren sowohl, 
als eines äusseren Punktes durch ein Ellipsoid mit drei un- 
gleichen Axen wurde von Laplace gegeben,*t) Hierauf führte 
Ivory*tt) die Lösung des Problems von der Anziehung eines 
beliebigen äusseren Punktes durch ein homogenes Ellipsoid 
auf das Problem der Anziehung eines inneren Punktes zurück, 
und zwar mit Hilfe des in § 36 bewiesenen Satzes. Später 



•) „De cansa phjsica fluxua et reflniuB marie", Prix de l'Acad^mie 
des icieDcea de Pa^is, T. IT. Treatiee od flniions, L. I. 

**) Opnscolee math. Y. 6: „Suite dee rechercheB bw la fignre de 

*•*) „Snr rattraction des eph^roidea elliptiqueB," Nony. Mäm. de 
l'AcM. de Berlin, 1773. 8. aach Oeuvres de Lagrange, T. 111. 
t) Oeuvres de Lagrange, T, 111, p. 649. 
tt) Ib. p. 651. 
tff) Mämoirea de l'Acad. des aciences de Paria. Savante ^trangers, 
T. X. 1786. 

*t) Mämoirea de l'Acadämie des aciencea de Paris, 17S2. — M^ca- 
nique c^leate, livre 111, chap. 1. 

•ft) PhiloBOphical Tranaactions (London, 1808), p. 345. 
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folgte: a) eine einfaclie al^emeine Lösung von Oauss;*) 
b) eine Lßstmg von Foisson,**) der die AnziehtiDg eines 
äusseren Punktes unabhängig Ton der eines inneren oder auf 
der Oberfläche befindlichen Punktes betrachtet; c) eine ein- 
lache Lßsting von Chasles; dieselbe beruht auf dem Satze 
von Maclaurin, den Ghasles in seiner allgemeinsten Form 
auf elementarem Wege beweist, und auf einem Satze von 
Laplace fiber die Anziehung eines auf der Oberfläche einer 
unendlich, dünnen Schicht befindlichen Punktes durch diese 
Schiebt ; **•) d) eine analytische Methode von L e j e n n e - 
Dirichlet, die auf einer scharfsinnigen Rednction eines drei- 
fachen Integrals auf ein einfaches beruht; es geschieht dies 
durch Verwandlung der Integrationsgrenzen in — oo und -(- oo 
durch Multiplication der zu integrirenden Function mit einem 
Factor, der innerhalb der Grenzen des Integrale gleich 1, ausser- 
halb derselben aber gleich Null ist.t) In einem Briefe an 
Liouville theilte Jacobiff) ™i''i dass er eine der Maclau- 
rin'schen ähnliche Losung des Problems von der Anziehung 
eines äusseren Punktes durch ein homogenes Ellipsoid ge- 
funden habe, und zwar rermittelst dreierlei Vertauschungen 
der Variablen, und dass diese Umformungen eine bemerkens- 
werthe geometrische Bedeutung haben. Gajley erläuterte 
diese Bedeutung und gab 'die Ableitung der, einer der Axen 
des Ellipsoids parallelen Componente der Attractionskraft.fli') 
Mertens*t) leitete einen allgemeinen Ausdruck flir das Poten- 

*) Tbeoria attractioma corponim BphaeroidicOTom ellipücorum me- 
thodo DOTA tractata. Comnent. soc. reg. sc. OoettingenaiB recentioreB. 
T. n (1813). 

**) Hämoira BOX l'attractioD d'nn ellipBoMe homogene (lu le 7 oc- 
tobre 1838). Möm. de l'Acad, T. XIU. 

•") ComptoB renduB de l'Acad. des sciences de Porig, T. YI (1836). 
— Journal de Lionville, T. V (1840). 

f) Äkad. der Wiaaenschafteu txL Berlin, 1839. Eine Darlegaog 
dieser Methode in rosaiHcher Sprache findet man in des TerfaBHei« 
„Theorie der elliptiechen Fnnctionen", St.-PeterBbnrg, 1850. 
tt) JoQiu. de Lionville, T. XI (1846). 

■ftt) Cambridge and Dublin Math. Jonm,, Vol. V. On the atkoction 
of ellipeoIdB (Jacobi'« nethod). 

*i) MeiteuB „Bettimtnung deB Potentials einea homogonen Elli- 
pioid»" in Crelle'fl Jonm., Bd. 70 {1869), S. 1. 
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tial eines änaseFen, aoirie anch einen inneren Punktes unab- 
hängig von den Ausdrücken für die den Aien parallelen Com- 
ponenten der Ättractionskraft ab; er stutzte sich dabei auf 
einen bemerkenswerthen Ausdruck für ein Doppelintegrai, den 
Jacobi gegeben hatte, und setzte voraus, dass das Elltpsoid 
auf beliebige geradlinige Coordinaten mit dem Ursprung im 
Mittelpunkte bezogen sei. 

Die in den vorbeigehenden §§ von uns dargelegte Me- 
thode, nach der man direct das Potential der Attraction des 
Ellipsoids erhält, ist eine Vereinfachung und Abänderung des 
Oauss'schen Verfahrens. Dieselbe ist von uns am 11. Sept. 
1873 der St. Petersburger Akademie der Wissenschaften vor- 
gelegt worden.*) Wir haben dort gezeigt, wie man durch 
Transformation der Coordinaten aus der Formel (29) den 
Ausdruck des Potentials fOr den Fall erhalten kann, dass die 
Qleichung des Ellipsoids und der angezogene Punkt auf ein 
rechtwinkliges Axensystem bezogen sind, dessen Ursprung zwar 
im Mittelpunkte des Ellipsoids liegt, dessen Axen aber nicht 
mit den Hauptaxen des Ellipsoids zusammenfallen. Dieser 
Ausdruck wurde von Lejeune-Dirichlet gefunden und steht 
im § 4 seiner nach seinem Tode erschienenen Abhandlung: 
„Untersuchungen über ein Problem der Hydrodynamik".**) 

Einige Eigenschaften der Attraction eines Punktes durch 
ein Elhpsoid lassen sich auch auf andere Oberflächen zweiter 
Ordnung ausdehnen.***) 

39. Die Anziehung eines Punktes durch ein homogenes 
Polyeder von beliebiger Form kann man folgendermassen finden. 
Man betrachtet das Polyeder als eine algebraische Summe von 

*) BnlleldQ de l'Aoad. des sciences de St..Fätersbouig, T. XIS, 
p. 21&-a25. 

**) Crelle's Journ., Bd. 68 <188I), S. 181. 

***) Unterenchniigen über dieHen Gegenttand findet man in den fol- 
genden Werken; Bo.urget, Note BQr Tattraction des paraboloTdes elliptd- 
qnes (Journ. de LioaTÜle, 2"°^ B^rie, T. II); Hiret, Sur le poteutiel 
d'une concbe iafiniment mince , compriee entre denx porabololdes ellipti- 
qnes; Bonrget, Note ä Toccasion du memoire de M. Hirst (Journ. de 
Liouville, 2*°' e^rie, T. IT); Mehler, Ueber die Anziehnug einer von 
zwei äbulicheD Flächen zweiten GradeB begreneten Schale (Crelle's 
Jonm., Bd. 60 (1863), S. 321). 
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Pyramiden, deren gemeineame Spitze der angezogene Punkt 
üDd deren Gmndfläclien die Seitenflächen des Polyeders sind. 
Dabei hat man in dieser Summe diejenigen Pyramiden, deren 
Grundflächen fllr ein in der Spitze befindliclies Änge durch 
das Polyeder verdeckt sind, als positive und die Pyramiden, 
deren Grundflächen unverdeckt sind, als negative Glieder in 
Rechnung zu bringen. Hierauf bestimmt man die Kräfte, mit 
«eichen die ersteren Pyramiden den in der Spitze befindlichen 
Pnnkt anziehen, sowie die Kräfte, mit denen die anderen 
Pyramiden denselben Punkt abstossen. Die geometrische Summe 
aller dieser Kräfte ist die Kraft, mit welcher das Polyeder 
den gegebenen Punkt anzieht Um die Kraft zu bestimmen, 
mit der eine Pyramide einen in der Spitze gel^enen Punkt 
anzieht oder abstösst, zerlegt man sie vermittelst durch die 
H5he und die Seitenkanten gelegter Ebenen in dreiseitige 
Pyramiden und jede von diesen wiederum iu zwei andere durch 
eine Ebene, die durch die Höhe hindurchgeht und auf der 
gegenüberliegenden Kante senkrecht steht. Dadurch reducirt 
sich die Bestimmung der Einwirkung der ganzen Pyramide 
auf den Punkt Jlf auf die Bestimmung der Einwirkung von 
Tetraedern von der Form ABCM (Fig. 29), wo AM auf der 
Ebene des bei B rechtwinkligen Dreiecks ABC 
senkrecht steht. Die Anziehung oder Abstossung, 
welche dieses Tetraeder auf den Punkt M aus- 
übt, ist durch ihre Projectionen auf die Kanten 
MA, AB und BG bestimmt; diese Projectionen 
aber lassen sich durch Integrale ausdrücken, die 
auf cyklometrieche und logarith mische Functio- 
nen fuhren. Eine derartige Lösung des Problems 
der Anziehung eines Punktes durch ein Polyeder 
findet man in der Abhandlung von Th. d'Esto- 
quois: „Sur I'attraction des polyfedres", Besannen 1844. Femer 
sei erwähnt die Dissertation von Professor Th, AI. Sludsky: 
„Ueber die Ablenkung des Pendels", Moskau 1863 (russ.); 
F. Q. Mehler: „Ueber die Anziehung eines homogenen Poly- 
eders" in Crelle's Joum., Bd. 66 (1866), S. 376; Hertens; 
„Bestimmung des Potentials eines homogenen Polyeders" in 
Crelle's Joum., Bd. 69 (1868), S. 286. 



izecy Google 



— 216 — 

40, Wir wollen oun die Äoziehnug eines Punktes durcb 
einen geraden Cylinder bestimmen, dessen Dichtigkeit längs 
einer Parallelen zn den Erzeugenden des Cylinders conslani 
ist, sieh aber mit der Lage dieser Geraden ändert. Li^ der 
angezogene Punkt nicht in der Ebene der Cylinderbasis, so 
kann man die Kraft, mit welcher der Punkt von dem gegebenen 
Cylinder angezogen wird, ansehen als die geometrische Summe 
oder Differenz der Anziehungen durch zwei Cylinder, deren 
gemeinsame Basis die durch den Punkt M gehende, auf den 
Cylindererzeugenden senkrechte Ebene ist. Es wird daher 
genügen, den Fall zu betrachten, dass der angezogene Punkt 
in der Cylinderbasis liegt 

Es sei ABGD (Fig. 30) ein gerader Cylinder, ÄB = h 
seine Höhe, S der Flächeninhalt der Basis, dS ein Element 
dieser Basis von zwei unendlich 
kleinen Dimensionen, PQ eine durch 
einen Ponktdieses Elements gehende 
Parallele zu den Erzeugenden, fi 
ein beliebiger Punkt auf dieser 
Geraden zwischen der Basis und 
einer in der Höhe h parallel zur 
Basis gelegten Ebene, endlich M 
^3f der angezogene Punkt, der inner- 
halb oder ausserhalb der Fläche 
jS liegen kann. Setzt man JlfP'=r, 
Pfi =^ X und bezeichnet mit q die in allen Pmikten der Ge- 
raden FQ gleiche Dichtigkeit, so erhält man für das Massen- 
element im Punkte (t den Ausdruck dm <= ffdSdx] folglich ist 
dm täSdx 

die Kraft, mit welcher dieses Element den Punkt M an- 
zieht, und 

TQdSdO! XQdSdx 

(r' + a^^^' (r'-t-^')^ 
ihre Projectionen auf MF und auf die den Cylindererzeugenden 
parallele Gerade Mx. 

Bezeichnet man mit RdS und XdS die nach denselben 
Eichtungen genommenen Projectionen der Resultante aller 
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Ejräfte, mit denen die ai^ der Geraden FQ liegenden Punkte 
den Punkt M anziehen, Bo hat man; 



BdS-radS f ''' . !^!^ , 

J {r- + x-f r(r' + »■)* 

XdS - gdS f-^^ -[- ^1 fdS. 



(51) 



Bestimmt man die Lage des Punktes P durch seinen Radins- 
vector MF = r und den Winkel qi, den derselbe mit einer 
beliebig in der Ebene jS^ angenommenen Ase My einscbliesst, 
so iat dS =■ rdrdtp. Denkt man sich also die Kraft P, mit 
welcher der ganze Cylinder ÄBCD den Punkt M anzieht, 
auf die Axe My und auf die zu ihr senkrechte, gleichfalls in 
der Ebene S Uzende Axe Mz projicirt, so sind diese Pro- 
jectionen: 

P eos (Py) = /Ji cos vrfS = Ä r^^^M^ , 
Pco8(Pz) = fEsmg>d8~^hf^^^^- 
Als Projection der Kraft P auf die Axe Mx ergiebt sich; 

P cos (Px) = fxdS = fgdrdfp — f^l^^^'^, - i^) 

Die Integrationen nach r und gi erstrecken sich flber die 
fläche S. Man wende die Formeln (52) und (53) z. B. an 
auf ein Parallelepipedon, auf einen Kreiscylinder und auf ein 
dreiseitiges Prisma, unter der Voraussetzung eines constan- 
ten e-*) 

*) Die Aoiiehung eines Pnnktefi durch cylindriache und oonitche 
KOrper findet man in folgenden Werken behandelt; 

BeHsel in Zach'a monatlicher Correspondeax, Bd. 27, S. 82. 

0. Betbig „Das Potential eiuea homogenen rechtwinkligen Parallel' 
epipednms" in Crelle'e Jonm,, Bd. 68 (1861), 8. 249. 

Grube „De cylindri et coni attractione," Goett 1S69. 

O. Röthig „Daa Potential einea homogenen rechtwinkligen Cjlin- 
der«" und Bemerknng hieran von A. Clebech in Crelle's Joam., Bd. 61 
(1863), S. 180. 
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41, Ein besonderes Interesse m anal^tisclier Beziehung 
bietet die Anziehung eines Punktes durch einen in der Rich- 
tung der Erzeugenden nach beiden Seiten hin unbegrenzten 
Cy linder. 

Setzt man in den Formeln (51) Ä = oo, so folgt: 

Die geometrische Summe dieser Compouenten ist die Kraft, 
mit welcher der Punkt M durch eine unendliche homogene 
Gerade angezogen wird, die im Punkte P auf der Ebene S 
senkrecht steht. Da diese Componenten gleich und auf ein- 
ander senkrecht sind, so ist ihre geometrische Summe gleich 
- — y2 und schliesst in der Ebene PMx mit der Axe Mx 
einen Winkel von 45'* ein, 

Addirt man zu der längs MF gerichteten Componente 
RdS geometrisch eine Componente, die der längs Mx ge- 
richteten Componente XdS entgegengesetzt gleich ist, so er- 
hält man die Kraft, mit der der Punkt Jf durch eine unendliche 
im Punkte P im entgegengesetzten Sinne von PQ errichtet« 
Senkrechte angezogen wird. Daher ist die Anziehungskraft, 
die der Punkt M durch eine in P auf S errichtete und nach 
beiden Seiten unbegrenzte Senkrechte erleidet, aus zwei gleichen 
längs JlfP gerichteten Kräften BdS von demselben Sinne 
zusammengesetzt. Diese Kraft ist also gleich 2ItdS ^ — — - 
und hat die Richtung MF. 

Man kann diese Eraft als von der Anziehung des Punktes 
M durch die Masse eines Elements dS herrührend betrachten, 
welches die Dichtigkeit 2p hat; dabei wäre diese-Kraft als 
umgekehrt proportional der ersten Potenz der Entfernung des 
Punktes M von dS wirkend zu denken. 

Hieraus folgt, dass die Ätmiehung eines Punktes M ntuJi 
dem Newton' sehen Gesetse durch mmt nach leiden Seiten un- 
b^ensten CyUnder sich surückßihren lässt auf eine der ersten 
R>tens! des Äbstatides umgäcehrt proportionale Anziehung des 
Punktes durch eine Masse, die über die Schnittfläche des Cylin- 
ders mit der durch den Pi««A( M gehenden und auf dm Ereeu- 
genden senkre<^ten Ebene vertheUt ist. 
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Die Kraft ^^, mit welcher ein Element 2^dS der über 
die Fläehe S vertheiltea Masse den Punkt M anzieht, ist der 
Oifferentislparameter erster Ordnung der Fnnction — 2ß log (r). 
Folglich kann man diese Function als das Potential der An- 
ziehung des Punktes M durch ein Element 2(fdS ansehen; 
das Integral 

V 2/p log (r)(?S, (54) 

das über die ganze Fläche S zu erstrecken ist, ist dann das 
Potential der Etesultante aller solchen Kräfte, d. h. das Poten- 
tial der Kraft, mit der die ganze Fläche S den Punkt M an- 
zieht Ein Potential von der Form (54) nennt man ein 
logarithmisches oder cylindrisches FoteKÜal. 

Es lässt sich leicht beweisen, dass, wenn die Fläche 8 
endliche Dimensionen und p in allen Punkten dieser Fläche 
endliche Werthe hat, das logarithmische Potential in jedem 
Punkte M der Ebene S einen einzigen endlichen Werth hat 
und bei jeder unendlich kleinen Verschiebung des Punktes üf 
ein unendlich kleines Increment erhält. Da nämlich 

r>Iog(r)>-| 

für jedes r > 1 und für jedes f < 1, so ist 

fffrdS > Cq log ir)dS > — /y ^S. 

Bestimmt man nun die Lage des Elements dS durch den 
Radiusvector r und den Winkel tp, den derselbe mit der in 
der Ebene S gezogenen Axe My bildet, so hat man: 

i^rdS^i(fr*drdtp und i ^ dS ^ i (fdrdtp. 

Bezeichnet E den Maximalwerth von r und Ic den Mazimal- 
werth der Dichtigkeit $, so sieht man leicht, dass 

ßrdS<Ji^ip und r^dS<kIttp 

ist, wenn q> derjenige Bogen eines Kreises vom Radius 1 und 
vom Mittelpunkte M ist, der die Schnittpunkte aller möglichen 
Badienvectoren r- mit diesem Kreise entht^t. Daher liegt der 
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Werth von fff log {r)d8 zwischen den Grenzen Ic-^ip und 
-^ liUtp. Diese Grenzen haben aber endliche Werthe, wenn 
die Fläche S endliche Dimensionen hat und wenn ^ in der 
ganzen Ausdehnun'g von 8 endlich ist Sind beide Dimen- 
sionen von S nnendlich klein und liegt M ausserhalb der 
Fläche S, so ist ip unendlich klein; wenn M ein innerer Punkt 
ist, wird der Radius B, unendlich klein. Daher ist der Weith 
des Integrals fff log {r')dS und ebenso auch der Werth des 
Potentials 17 ^ — S/p log (/jdS bei nnendlich kleinen Dimen- 
sionen der Fläche jS^ jedenfalls unendlich klein. 

Nehmen wir nun an, der Punkt M erleide eine Verschie- 
bung MM" ^ Ä; es sei r' der von M' nach dS gezogene 
Radiusvector und ^ U das dieser Verschiebung entsprechende 
Increment des Potentials U. Man hat dann: 

^-.2j„log(^)-l«. (56) 

Man sieht leicht, dass diese Grösse bei unendhch kleinem h 
einen endlichen Werth hat, der sich, wenn h gegen Null 
convergirt, der Derivirten -j- bezüglich der Di£FerentiaIver- 
schiebung ds des Punktes M nach der Kicbtung k nähert, 
zugleich aber auch der Projection der Kraft, mit der der 
Punkt M von der ganzen Masse der Fläche S angezogen wird, 
aof diese Richtung h. Bedeutet i^mlich (p den Winkel zwischen 
dem Radiusvector r und der Richtung h, so hat man r'*^ 
r* -|- 2rh cos tp -\- h*, folglich: 

Ol /f'\ 1 1 1 /i BÄCOSqi , Ä'\ 

21„g(_),„__l„g(l ^ + T,)- 

Ist r nicht gleich Null, so geht dieser Ausdruck fUr % ^ 0, 

wie leicht zu sehen, in cos ip Über. Liegt der Punkt M 

ausserhalb der Fläche S, so kann r fOr kein Element dS gleicit 
Null werden. Also ist in diesem Falle 

j— = — 2 1 — cos <pab. 

Hierin ist cos gidS die Projection der Kraft, mit der die 

Masse eines Elements der Fläche S den Punkt M anzieht^ 
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auf h; deshalb ist die rechte Seite die Projection der Be- 
saltante aller solchen Kräfte auf A; bezeichnen wir diese 
Resultante mit p, so ist 

-^ = p cos {pds). 

Diese Formel gilt aber auch fDr den Fall, dass der Pimkt M 
in der Fläche S liegt. In der That, fOr alle Elemente dS in 
endlicher Entfernung von M gebt der in (55) unter dem In- 
tegralzeichen stehende Ausdruck für A = in — — cos <pdS 
Über; fOr ein dem Punkte M unendlich nahes Element dS 
wird aber die Grosse 2p log \~) -jr iiueudlich klein. Sie hat 
daher keinen Einfluss auf den Werth des Integrals.*) 
Setzt man dS = rdrd^, so wird 

p cos (pds) = — 2 Jp cos fpdrdtp. 

Der Absolutwerth dieses Ausdruckes ist kleiner als Philip 
wenn h der Maximalwerth der Dichtigkeit p, R der Maximal- 
werth von r und ip nicht grösser als 2a ist. Man sieht hier- 
aus, dass die Kraft p bei endlichen Dimensionen der Fläche S 
einen endlichen Werth hat, dass sie aber unendlich klein wird, 
wenn beide Dimensionen' der Fläche unendlich klein sind, und 
Kwar sowohl im Falle eines äusseren, als eines inneren Punk- 
tes M. 

Hieran reihen sich noch die folgenden Eigenschaften des 

*) Wählt man fQt r and r' nnendlich kleine OrOssen von derpelben 
Ordnung wie h, «o dass das Terbältniss — weder unendlich klein noch 
nnendlich gross ist, so hat log (~l einen endlichen Werth, der durch 
die Mnlttplication mit der nnendlich kleinen Grttese -j- ein unendlich 
kleines Prodnct giebt. Ist dingen — unendlich gross, so ist es von 
derselben Ordnung wie -=-; daher ist dann log I— t A, also auch 

log (— ) A ■ vy nnendlich klein; ebenso kann man schliesBen, wenn — 
nnendlich klein ist. 
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PotentialB U und der Kiaft p. Wenn die Masse m •= /2(fdS 
fQr eodliche DimeQBionen der Fläche 8 einen endlichen Werth 
hatj so wird, wenn sich der angezogene Punkt M von einem 
beliebig in endlicher Entfernung von den Punkten der Fläche 
S gewählten Pnnkte entfernt, das Potential U unendlich 
gross, die Kraft p aber unendlich klein. Dabei hat man für 
MO t=: d ■= oo die Relationen 

j^ = m, p cos (pS)S=pS = m; 
d. h. — ü wird unendlich gross von derselben Ordnung wie 
.log d und p unendlich klein Ton derselben Ordnung wie -j ; 

die Richtung der Kraft p fällt mit der Bichtui^ MO zusammen. 
Um dies zu beweisen, nehmen wir, wie in § 27, an, dass 
u^ der gr5sste unter allen von und r^ der kleinste unter 
allen von M aus nach den Punkten der Fläche iS gezogenen 
Badienvectoren ist. Wählt man nun S genügend gross, so 
hat man 

S-u,<r<S + u,, 
folglich auch 

log {ä - «,) < log r < log (* + M,) ; 
multiplicirt man dies mit 2QdS und integrirt, so ergiebt sich 

mlog (d ~ Ui) < — U <m log (* + %) ; 
folglich 

,n log (9 ^ w,) -U_ m log (J + u.) 
log ff ^ log Ä ^ log 8 

Für d = cc geben die beiden Verhältnisse 

log 9 log S 

in 1 über; man hat daher für diesen Fall: 
— U 
log * 
Nun war in § 27 bewiesen worden, dass 

1 _^<- ' "^^ tJQ - , , ^ 

Ti r ^ ' T, ' 

woraus durch Maltiplicatiou mit 2pdS und Integration folgt 
mfl -^\<pdcos{pd)<m(l + "'). 
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För tf = oo ist aber ^ = 0; folglich wird p8 cos (pS)^ m. 
Zugleich ist aber auch cos{j>ff)^l; denn die Richtungen 
aller Kräfte, mit denen die Elemente der Masse m den Punkt 
M anziehen und die Richtung ihrer geometrischen Summe p 
fallen alle in die Richtung MO. 

43. Ans § 61 der Einleitung folgt, dass das logarith- 
mische Potential U ~= — 2/p log (r)dS eine thermometrisclie 
Function fBr jeden ausserhalb der Masse m = SfydS gelege- 
nen Punkt ist; dass es aber fQr einen inneren Punkt diese 
Eigenschaft verliert. Man hat allgemein 

d^U = — 43rp£, (a) 

worin für einen äusseren Punkt £ = und fSr einen inneren 
e ^ 1 zu setzen ist, wälirend man für einen Funkt auf der 
Begrenzung der Fläche S für e eine beliebige Zahl zwischen 
den Cirenzen und 1 wählen kann. Die Gleichung (a) kann 
zu einer Bestimmung des Potentials U a posteriori dienen. 
Zu diesem Zwecke wollen wir den folgenden, von Lejenne- 
Dirichlet aufgestellten Satz beweisen. 

Gesetzt, die Function ü' und ihr IHfferenHalparameter erster 
OrdnuTig p' hledten für jeden Funkt M einer Ebene 8 endUeh, 
conUmiirlich und ^ndeutig; für einen Punkt M aber, der unendlich 
wmt entfernt ist von dnem hdiäng m endlicher Entfernung von 
den Punkten der FUiche S gewählten Punkte (so dass MO = ä 
unendlich gross ist) sollen Ü' und p' den Bedingungen 

genügen. Ausserdem bestehe für jeden ausserhalb der Masse m 
befm^ichen Punkt M die Gl^chttng jJ^TJ' = 0, für jeden inner- 
halb der Masse gelegenen Pm^ die Gleichung J^TJ' ^ — 4pre 
v/nd für jeden Piajct auf der Begreneung der Fläche S die Be- 
^ngtmg, dass die Grösse /l^ V nicht unendlick wird. Unter 
diesen V<yramsetisungen ist U' entweder das logarithmische Potentied 
IJ = — ^/$ log (r)dS selbst oder unterscheidet sich von ihm nur 
durch eine Constante. 

Beweis. Wir setzen CT — ü = ip und suchen nun die 
Function tp zu bestimmen. Da für jeden Susseren und inneren 



oy Google 



- 224 - 

Funkt die BedinguDg ^, V .= ^^ U erfiillt ist, so hat man 
fDr alle diese Punkte ^^q? = 0. Mithin ist die Function ip 
ausserhalb und innerhalb der Masse »t eine thennometrische 
Function; für die Punkte der Begrenzung dieser Masse braucht 
sie es nicht zu sein. 
Da nun 

- — - <E= m - — -; = m , für o ^ oo , 
log* 'log* ' ' 

so ist ^-i = fttr Ä = oo. Dies zeigt, dass die Function ip 
für ein unendlich grosses d weder einen unendlich grossen 
Werth von derselben Ordnung wie log S noch einen Ton der- 
selben Ordnung wie d" (für » > 0) annehmen kann. Daher 
kann tp nur eine endliche Grösse sein. 

Bezeichnet q den Differentialparameter erster Ordnung der 
Function <p, so ist q_=p' — p\ folglich ist 

gcos {qS)S •=p' cos (p'Ä)tf — ^cos {^S)S. 
Für S ^ <x> hat man p cos {p' S)S = m und p cos (pS)ä -= m, 
folglich auch q cos {qä)ä = 0. Aus Formel (58) § 63 der Ein- 
leitung erhält man, wenn man (f = ip und p' ^ p => q setz^ 
die Gleichung 

J^dS -\-f<p^^<pdS =Jqiq cos (qn)ds, (b) 

worin die Integrationen nach dS sich über eine beliebige Fläche 
S erstrecken, die Integration nach ds aber Qber die Begren- 
zung s dieser Fläche; dabei bedeutet n die Richtung der 
äusseren Normale dieser Begrenzung.*) Da nun ^^qo ^ ist 



*} Wir holten es t5i nicht flberflÜBsig, die GleichnDgeo (a) nnd (6) 
direct EU beweisen, wobei wir von der gewöhnlich angenommenen De- 
finition des Bifferentiatparameters zweiter Ordunog ^^ip =• ^-^ -|- >,-^ 

auBgeben, worin x und y die geradlinigen rechtwinkligen Coordinaten 
eines Pnnktes 3f in der Ebeoe sind. Ea seien qi und p zwei Fnuctionen 
dieses Ponktes, p nnd p' ihre Differentiolparameter erster Ordnung. Da 
nun dS » dxdy und 

Ji "'" 3y "" ^ wx' ' By*/ '^ dx dx "^ '^dy 
ist, so hat man: 
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(ür jeden Punkt M mit Äusnaliine der Punkte der Begrenzung 
der Masse ffi, so bleiben, wenn in der Fläche S Punkte dieser 
Begrenzung liegen, nur die auf diese Punkte bezüglichen 



. 8»\ 



die Formel (6) g 5 der Einleitang giebt aber 

wo n die äasHeie Normale der BegTeainng der Fläche S bedeutet und 
die Integration nach As über die ganze Begrenzang anszudehnen ist. 
Nach einer Eigenschaft der Parameter erster Ordnnng bat man femer 
8p 2» , ioZf , , ,. ■ — ; . 

g^äi + äPß?-*'^ coMj.j.)=;'j> «°d 

ll C08 {nx) + || cos C«y) = P cos (p«) ; folglich wird = 

CfJ^ipdS -\-J'pp'dS =Jep coa {pn)dt. {A) 

Hierdarcb ist die Formel (GS) g 63 der Einleitung fQr den specielleu Fall, 
dasa die Fläche S eine Ebene ist, bewiesen. Setzt mau in Formel {Ä) 
p ^ 1 und 9> = IT = — flog {r)dm, so folgt 

/^, üdS — Jp COB (pn)dB ; 
nun ist aber j) cob (pn) Aosjr^ ^„ . j^,,g^ ,rird 

/— '^■-/^'•/^=^'^,„^, 

Integrirt mau Aber die Begrenznag s, so erhält man / ^ — ~ — = 0, 

wenn dm ansserhalb der Fläche S liegt, und 1 — i—~ i- 2 ir, wenn 

dm in der Fläche S liegt. Daher ist/j, üdS — Snfi , wo fi der inner- 
h^h S gelegene Theil der Hasse m ist. Dividirt man dies durch iS nnd 
lässt beide Dimemdonen der Fläche iS sich der Null nähern, so findet 

man ^,0"= — 2ji . lim -^ ^ — ^'P i wenn der Punkt Jtf innerhalb 

, der Haase m liegt. FGr einen Punkt auf der Begrenzung hat man 
^,17^' — 4«p( , wo <^ s <^ 1. Um aaf Gleichung (6) zn gelangen, 
bat man nnr in Gleichung (A) zu setzen: q ^ <p, p m= p' == q. 

Sonotf, Meohuik. II. Ig 
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Elemente in dem Integrale fip/J^tpäS zurück. Der von den 
entsprechenden Elementen dS eingenommene Kaum hat aber 
eine unendlich kleine Dimension; er verschwindet also zugleich 
mit dieser Dimension; folglich verschwindet auch der ent- 
sprechende Theil des Integrals f<p^^fpdS. Man hat daher in 
jedem YaWeftp^^ipdS = 0; dadurch geht Gleichung (6) über in 
Jq^dS ^Jvq cos (qn)ds. (c) 

Dehnen wir hier die Integration (g) nach dS über die Fläche 
eines Ereises vom Radius MO ^ S, dessen Centrum in ist, 
aus. Bezeichnet o den Winkel, welchen die Richtung von OM 
mit einer beliebigen durch gehenden Aze einschliesst, so 
hat man ds = Sda, wodurch die Gleichung (c) übergeht in 

JtfdS = Jtpq cos {qn)S • dm , (d) 

wo die Integration nach da sich über einen Kreis vom Ra- 
dius 1 erstreckt. Wie oben bewiesen wurde, bleibt die Function 
9> für # = oo endlich, während q cos (qn)S in Null übei^eht. 
Dadurch wird die rechte Seite der Gleichung (d) zu Null; 
man hat also f^dS =-=0, wo die Integration sich Über die 
ganze Ebene erstreckt; dazu ist aber erforderlich, daes in 
jedem Punkte dieser Ebene q= ist. Dies bedeutet, dass 
die Function 91 in jedem Punkte der Ebene einen constanten 
Werth hat und dass p' -^ p ißt. Es ist also U' ^ U -\- ip, 
wo y eine Constante bedeutet; die Anziehungskraft p ist der 
Differentialparameter erster Ordnung der Function U'. 

43. Wir wollen nun diesen Sab: anwenden, um die Eraft 
zu bestimmen, mit welcher ein Punkt Jlf von der Masse m 
desjenigen Flächenraumes angezogen wird, der von zwei con- 
centrischen Kreisen von den Radien B und R' eingeschlossen 
wird; dabei sei it'<.Ii und die Dichtigkeit Sp nur von dem 
Abstände des betreffenden Punktes vom Mittelpunkte der 
Kreise abhängig. 

Im vorliegenden Falle kann die Function ü nur von dem 
Abstände r des Punktes M vom Mittelpunkte abhängig sein. 
Da für jeden ausserhalb der Masse m liegenden Punkt zf^ fT = 
ist, so ist die Function ü ausserhalb des Flächenraumes m 
die dem thermometrischen Parameter r entsprechende thermo- 
metrische Function. Daher muas sie nach § 58 die Gestalt 
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P=Alogr-fB 

haben, wo A anJ S Conatsnte bedeuten. Für r >= co mnsa 

die Bedingung r = m erfüllt sein ; daher ist A ^= — m, 

also: 

U'~ — m\ogr + B. 

Der Differentialparameter dieser Function ist p = — und ffillt 
in die Richtung dea Badiusvectors r, hat aber den entgegen- 
gesetzten Sinn, nämlich Ton M nach 0. Man siebt hieraus, 
dasB die Masse m einen in dem tmhegrensten, ste umgehenden 
Saume hefindlichen Funkt M ^enso anzieht, wie ein äneiger 
im Centrum liegender Punkt von der Masse m, nämlich umge- 
iehrt ^oporUonal der ersten Potenz des Jhstaatdes OM. 

Liegt der Punkt M innerhalb des Kreises R', so stellt 
sich das Potential U wieder nnter der Gestalt A log r + B 
dar; doch bat man in diesem Falle ^ = zu setzen.. 
Der DifTerentialparameter erster Ordnung + — dieser Function 
ist nämlich die anziehende Kraft, imd diese wird zu Null für 
einen in das Oentmm fallenden Funkt M, weil dann alle 
die sie zusammensetzenden Elementarkräfte offenbar paarweise 
gleich und enigegengesetzt sind; dazu ist aber erforderlich, 
dass jl = sei. Folglieh ist im vorliegenden Falle U= B, 
d. h. das Potential U hat fQr alle Punkte der Kreisfläche vom 
Radius B' einen constauten WertL Daher ist die anziehende 
Kraft p für jeden solchen Punkt gleich Null. Die Masse m 
i3}t also auf die Punkte der Fläche des innren Kreises (B.') gar 
keine WirJmng aus. 

Betrachten wir endBch den Fall, dass der Punkt M in 
der Masse m selbst gelegen ist. Dann ist ^d^U = — ^xq; 
da nun V von der Variablen f allein abhängt, so bat man 
nach Formel (20) § 50 der Einleitung: 



folglich ist: 



* r dr ' dr' ' 



- 4«(f. 
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Maltiplicirt man diea mit r und integrirt zwischen den Gren- 
zen B' und r = OM, so folgt: 

»■^ - (''^) i^J^rdr, (A) 

wo (r-j-\ der Wertii der Function r-j- für r = R' ist Da 

der Werth von U für alle Punkte der Fläche des Kreises (Jf) 
constant ist, so muas für alle diese Punkte jt- ■= sein. Den- 
selben Werth hat aber -j- auch für r^R'\ folglicli ist 

(r-j-) = 0. Der Werth des Integrale 4jr/ prdr ist der zwi- 
schen dem Kreise (R') und dem ihm concentriachen Kreise 
vom Radius r ■= MO eingeschloaaene Theil der Maaae m. 
Bezeichnet man diesen Theil der Masae mit m', so folgt aus 
Gleichung (A): 



woraus man erhält — ^— ^ — . Nun ist aber — -t— gleich 
der anziehenden Kraft p\ folglich ist p = —, Der Punkt M 
teird also nur von demjenigen Theüe der Masse m angezogen, 
der innerhoB) eines mit dem Radius OM hesdiriebenen Kreises 
enthalten ist; dabei geschieht die Aneiehung gerade so, als ob 
diese ganse Masse im Centrum concentrirt wäre. 

Die in diesem § bewiesenen Sätze sind analog den Sätzen 
des § 26, die sich auf die Anziehung eines Punktes durch 
Eugelachichten nach dem Newton'schen Gesetze beziehen. 

44. Das Potential U=J^ der Resultante aller Kräfte, 
mit denen die Elemente einer Masse m einen Punkt M nach 
dem Newton'acben Geaetze anziehen, hatten wir schon in 
§ 63 der Einleitung untersucht^ wir hatten dort gesehen, daae 
dasselbe für jeden auaserhalb der Masse m liegenden Punkt 
M eine thermometrische Function ist^ dasa es aber diese 
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Eigenschaft für einen inneren Punkt nicht besitzt. Allgemein 
kann man schreiben 

J^U •=" — 4xQB, (a) 

wo im Falle eines äusseren Punktes b = 0, im Falle eines 
inneren Punktes e ^ 1 und im Falle eines Punktes auf der 
OberSäche der Masse ^ e ^ 1 zu setzen ist. Die Gleichung 
J^U=0 wurde von Laplace, die Gleichung A^TJ ^ — 4«^ 
- aber von Poiason aufgestellt. Die Gleichung (a) kann zur 
Bestimmung des Potentials a posteriori dienen, wenn man 
von dem folgenden Satze von Lejeune-Dirichlet ausgeht. 

Gesetzt, die Function JT des Punktes M im Bawne und 
ihr IHfferentialparameter erster Ordnung P' seien endlieh, eon- 
Unuirlich und mndeutig im ganzen Baume; wählt man nun einen 
Punkt in enälicher Entfernung von den Punkten der Masse m . 
tmrf g&iügen die Fimctionen V und P' für einen in unendlicher 
Entfernung MO «■ S von gelegenen Punkt M den Bedingungen 

U'S = m, P'cos(P'*)Ä* = »i; 
sind ferner für einen ausserhalb der Masse m befindlichen Punkt 
M die Laplace'sche Gleichung J^V ='(i, für einen inneren 
die Poisson'sehe ^^TJ' = — 4ä(i erfüllt und wird für einen 
Punkt auf der Oberfläche der Masse ^d^ V nickt unendlich, so ist 

U' das Potential U=f^. 

JBeWCTS. Setzen wir IT — TJ ^ tp und suchen wir die 
Function tp zu bestimmen. Da nach der Voraussetzung fSr 
rf =. oo die Relation J}'S= m gilt und da nach § 27 auch 
Ud = m ist, so mnas für Ö =- oo jedenfalls ifS = sein. 
Bed eutet Q den DifTerentialparameter erster Ordnung der 
Function tp, so hat man Q =P' — P, folglich ist: 

g cos iQS)S' = P" cos (P'S)S' - P coa (Pd)d\ 
Nun ist für S ^ <x> nach Voraussetzung P' cos {F'd)S^ ■= m 
und nach § 27 wird Jfcos (P9)#»=m; folglich ist Q cos (QS)d'=^0. 

Weil ^j U und ^j U' für jeden inneren und äusseren 
Funkt M gleiche Werthe haben, so muss ^^qi = sein in 
dem ganzen Räume mit Ausnahme der Punkte der Oberfläche 
der Masse m, wo ^^ip zwar von Null verschieden, aber nicht 
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Quendlich groas sein kann. Setzt man in Fonnel (68) § 65 
der Einleitung (f ^ tp, P^Q, F' = Q, 80 wird dieselbe 

fg'dV -\-f<pJ^fpdr =fif^Q C08 (Qn) dS, (b) 

wo sich die Integration nach dV über ein beliebiges Volumen 
V und die Integration nach dS über die Oberfläche 8 dieses 
Volumens erstreckt Da für alle ausserhalb oder innerhalb 
der Masse m befindlichen Punkte ^^^ = ^ '^'■i ^° verbleiben 
in dem Integrale iq>jJ^q>dV nur die Elemente, welche sich' ' 
auf die Punkte der Oberfläche von m beziehen. Da nun der 
diese Elemente dV enthaltende Raum eine unendlich kleine 
Dimension hat und ^^(p in diesem Räume nicht unendlich 
gross werden kann, so verschwindet der übrig bleibende Theil 
des Integrals gleichfalls. 

Wir erstrecken nun die Integration über eine Kugel vom 
Radius d, deren Centrum ein in endlicher Entfernung von m 
liegender Punkt ist. Dann ist cos (Qn) = cos (Q8), dS = S^dß, 
wo do das Element einer concentrischen Kugel- Oberfläche vom 
Radius l ist. Daher wird 

födV^f^Q cos(gd) tf'dff 



Cq^dY^^Caßda, 



wo 9)d = « und Öcos(Ö*) S^ = ß gesetzt ist 

Wie oben bewiesen, wird a i^ und j3 = für d ^ oo; 
mitbin ist das Über das Volumen einer Kugel von unendlich 
grossem Radius ausgedehnte Integral jQ*dV gleich Null, Es 
ist also fSr jeden Punkt eines nach drei Dimensionen unend- 
lich grossen Raumes Q = 0. Dazu ist aber erforderlich, dass 
die Differenz <p ^ TJ' — ü" in dem ganzen Räume einen con- 
stanten Werth habe. Da ma^ aber für # =™ cc immer tp = Q 
hat, so muSB für jeden Funkt des Raumes tf> =^0 sein; folg- 
lich ist ü' = ü für jeden Punkt des Raumes, w. z. b. w,*) 



*) Wir wollen die Gleichungen (a) und (6) noch beweisen, iudem 
wir von der gewöhnlichen Definition dea Biffereiitialparametera aweiter 
Ordnung ^,9 = ^— j + ^-j- + ^-j- ausgehen, wobei x, y, e geradlinige, 
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45. Wir woUeo nun den obigen Satz benutzen, um das 
Problem des § 28 von der Anziehung eines Punktes M durcb 
eine Kugelecbicht zu lösen, wobei die Dichtigkeit p der Schicht 
nur eine Function des Abstandes des betreffenden Punktes von 
dem Gentrum der die Schicht begrenzenden concentrischen 
Eugelflächen ist. 



rechtwioklige Coordiuaten sind. Es seien qi und p iwei Functionen 
dieser Vaiiablen und P und P' deren Differentialparametet erster Ord- 
nung. Da nun 



und dV ^ dxdydz ist, so folgt 

A^H),,, -AH),,, YK'lf),,, 

= f Qd,<pdVJr f TP'dV. 

Nach Formel (14) S 6. der Einleitung reducirt sich die linke Seite die- 
ser Gleichung auf 

A r||«.i (»;«) + || 00. («,) + If oo.(,.)]äS_ Apoo.(R,)«, 

To n die änisere Normale des Elementes dS der Oberfläche des Tolu- 
meae V bedeutet. Folglich wird: 

ßj^ipdr ^fT^dV =~ßp<MB(Pn)dS. (A) 

Dies ist die Gleichung (68) g 65 der Einleitung. Setzt man in dersel- 
ben f ^ 1, q> ^ U, ao ergiebt eich 

fd^UdY =/>co8 {Pn) dS i 

nnn ist aber Poo8(Pm) ^= — / — j- cosfr«); daher wird 

Hierin ist / — —^- -^ 0, wenn das Element dm ausserhalb des To- 

Inmens V Kegt, und es ist / ; — -dS = 4«, wenn dm in dem Vo- 
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Es seien £' und R die Radien dieser Engeln, und zwar 
sei R' < R. Das Potential U tann offenbar nur eine Function 
des Äbstandea OM^r des angezogenen Punktes M von dem 
Centrum seinj daher ist r (vet^l, § 59 der Einleitung) ein 
thermometrisclier Parameter und das Potential ü dessen ther- 
mometrische Function. Dasselbe hat daher die Form 

wo A und B constant sind. Liegt der Punkt M in dem die 
Masse m umgebenden unbegrenzten Räume, so wird das Po- 
tential ü für »■ = 00 zu Null, und zwar so, daas Ur = m 
wird. Man hat daher B ^0 und ^ ^ »i zn setzen, so dass 
ü ^ — wird. Dies zeigt, dass das Potential der Anziehung 
durch die Schicht gleich ist dem Potential der Anziehung 
durch die im Oentrum der Schicht conoentrirt gedachte Masse 
m. Liegt dagegen der Punkt M in der Höhlung der Schicht, 
80 muss das Potential ü für r = einen endlichen Werth 
haben; es muss also ^4 = sein. Folglich ist jetzt 17 = B, 
d. h. das Potential hat für alle Punkte der Höhlung constan- 
ten Werth, so dass die anziehende Kraft P in jedem Punkte 
der Höhlung gleich Null ist. Nehmen wir endlich an, der 
Punkt M liege in der Masse t». Dann hat man nach For- 
mel (a) S. 229 und nach Formel (32) der Einleitung: 

Multiplicirt man dies mit r^dr und integrirt von R' bis r, 
so folgt: 



lumen V liegt Daher hat man Aj, UdV = — 4tpi wenn fi der in V 
enthaltene Theil äei Masso m ist. DiTidiit man diese Gleichung durch 
V und l&ast die drei Dimenbionen von V gegen Null convergiren, ho folgt 
zf, ET ^ 0, wenn der Funkt M, aof den sich das Yolnmen V zneammen- 
zieht, ausserhalb m liegt. Im Falle eines inneren Funfates findet man 
z/j t^ = — iitg und im Falle ' eines Fnnktes auf der Oberfläche von m 
hat man ^^U =^ — ^"9^, '^o ^ zwischen und 1 liegt. Hiermit ist 
Gleichung (a) bewiesen. Setzt man g r^ (p, P^p's^Q, so erhUl 
man ans Formel {A) auch die Formel (J>). 
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wo Cr» ^ der Werth der Function r» |^ für r =- B' ist, 

d, L auf der die Schicht von Innen begrenzenden Kugel. Nun 

ist aber für jeden Pnnkt im Innern dieser Kugel -^^OfUnd 

-=— kann keine discoutinuirliche Function sein. Daher ist für 
Ar 

r = R' gleichfalls -j- ^ 0, Man aidit leicht, dass das Inte- 
gral Jixpr'dr deijenige Theil der Masse m ist, der zwischen 

R' 

den Kugeln von den Radien R' und r = OM enthalten ist. 
Bezeichnet man dieselbe mit m', so hat man 



irorauB folgt: — j~ ^ "")"■ ^^^ zeigt, dass bei der Anziehung 
nur die Masse m' wirkt, und zwar so, als ob sie im Mittel- 
punkte der Schicht concentrirt wäre. 

In fler Abhandlung von Lejeune-Dirichlet: ,^urunmojen 
general de v^rifier l'espression du potentiel relatif ä une masse 
quelconque, horaogfene ou b^t^rogfene," findet man einen Be- 
weis a posteriori dafür, dass der in § 31 abgeleitete Aus- 
druck (31) wirklieb das Potential der Anziehung eines Punktes 
durch ein Ellipsoid ist, dessen Dichtigkeit entweder eine 
Function von @^ oder constant ist. 

Anilebnnf nach dem New ton 'sehen Gesetze dnreli Sassen, 
die anf Fl&ehen Tertheilt sind, 

46. In der mathematischen Physik hat man nach dem 
Newton'schen Gesetze wirkende Anziehungen und Abstossun- 
gen zu untersuchen, die ron Massen herrühren, welche über 
ebene oder krumme Oberflächen vertheilt sind. Eine solche 
Massenvertheilnng kann man sich folgendermassen vorstellen. 

Man denke sich eine unendlich dfinne Schiebt {S,S'), die 
Ton einer gegebenen Fläche S und einer anderen, überall un- 
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endlich wenig von ihr abstehenden Fläche S' eingeBchlossen 
ist, d. h. es soll der zTrischen S und S' liegende Abschnitt t 
einer jeden Normale der Fläche S eine unendlich kleine Grösse 
sein. Tat S eine geschloBsene Fläche, so ist auch ^' ge- 
schlossen; ist S von einer Carve s begrenzt, so nimmt man, 
um die Schiebt vollständig zu begrenzen, ausser S und S' 
noch eine geradlinige Fläche an, deren Erzeugende die in den 
Punkten von s errichteten Normalen der Fläche S sind. Das 
Volumen einer solchen Schicht (S, S') läset sich in Differential- 
elemente edS zerlegen,, welche die Gestalt eines Cylinders 
haben, dessen Basis ein Element dS der gegebenen Fläche 
von zwei unendlich kleinen Dimensionen und dessen H5he der 
Abschnitt s der in einem beliebigen Punkte von dS errich- 
teten Normale ist Gesetzt nun, die Schicht enthalte eine 
gewisse Masse m, und es sei p die Dichtigkeit eines Elementes 
dm dieser Masse von dem Volumen sdS; dann ist dm ^ ^tdS. 
Man kann aber die Masse m auch als über die Fläche S ver- 
theilt ansehen, und zwar derart, dass das dem Flächenelemente 
dS zukommende Massenelement dm die Dichtigkeit h = ge 
hat. Ist die Dichtigkeit p, die man die Volumendichtigkeit 
nennen kann, auf der ganzen Ausdehnung der Schicht (8, S") 
eine endliche GjÖsse, so ist die Flächendichtigkeit derselben 
Hasse, nämlich die Grösse h = ^i, wegen des unendlich klei- 
nen Factors s unendlich klein und wird ftlr e = zu Null. 
Denkt man sich dagegen eine so dichte Ma^se m, dass die 
Dichtigkeit q fOr unendlich kleine c einen so grossen Werth 
hat, dass k '^ gs nicht unendlich klein wird, so nähert sich 
h, wenn e gegen die Null convergirt, einer gewissen Grenze, 
die nicht gleich Null ist. Dieser Grenzwerth ist die Dichtig- 
keit der ideellen Vertheilung der Masse m auf der Fläche S, 
d. h. die Flächendichtigkeit. 

Wenn eine beliebige Vertheilung der Masse m auf einer 
Fläche S gegeben ist, so kann man dieselbe auf verschiedene 
Weise durch eine Vertheilung derselben Masse in dem Volu- 
men einer Schicht ersetzen, die von der Fläche S und einer 
ihr sehr nahen Fläche S' eingeschlossen ist Ist nämhch der 
Werth h = tfE für jeden Punkt der Fläche S g^eben, so 
stellt eine beliebig gewählte Function*^, die in jedem Punkte 
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der Fläche einen sehr gioBsen Werth hat, die Dichtigkeil: der 
Massenvertheilnng in der Schicht (S, S") Ton der Dicke s = — 
dar. Wählt man I5r q einen conetanten Werth, so erhält man 
eine homogene Schicht, deren Dicke der Dichtigkeit A der Ver- 
theilung auf der Fläche proportional ist Man kann auch für 
die Dicke der Schicht b eine beliebige Punktfunction wählen 
mtd nach ihr den entsprechenden Werth der Volumendiehtig- 
keit Q ^ — bestimmen. Nimmt man z. B. e als conatant für 
alle Punkte der Fläche S an, so erhält man eine Schicht, die 
von zwei gleichweit von einander abstehenden Flächen ein- 
geschlossen ist; die Yolumendichtigkeit q der Schicht ist dann 
der Flächendichtigkeit h proportional. 

47. Gesetzt, es sei ü das Potential der gleichzeitigen 
Wirkung der Masse der Schicht (S, S') und einiger äusserer 
Massen auf einen beliebigen Punkt M und P sei sein Differen- 
tialparameter. Ist die Dichtigkeit Ä = ps der Vertheilung auf 
der Fläche S nicht unendlich klein, so wird P beim Ueber- 
gange des Punktes M von einer Seite der Schicht (8, 8') auf 
die andere zu einer discoutinuirlichen Funetiorf dieses Punktes. 
Hiervon kann man sich folgendermassen überzeugen. 

Denken wir uns auf der Fläche 8 ein nach zwei Dimen- 
sionen unendlich kleines Element ^8 und legen wir dnrcb die 
Punkte seiner Begrenzungalinie die Normalen der Niveau- 
Sachen ()7) in diesen Punkten. Diese Linien bilden eine ge- 
wisse Fläche iJ, die aus der Fläche S' einen Theil ^S' aus- 
schneidet. Wenn man nun auf den in der Fläche ff enthaltenen 
Theil der Schicht die in § 62 der Einleitung benutzte Formel 
von Gauss anwendet, so hat man 

fP cos (Pn) dS ixfi , (1) 

wo die Integration sich ober die Oberfläche des betrachteten 
Schichtentheilchena erstreckt, während n die äussere Normale 
und [i die Masse dieses Schichtentheilcheus bezeichnet. Da 
der DifFerentialparameter P fflr die Punkte der Fläche ff in 
die Tangentenebene dieser Fläche fällt, so hat man för alle 
Elemente derselben cos (Pti) = zu setzen. Daher bleiben 
auf der Unken Seite der Gleichung (1) nur die ^uf JS und 
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jJS' bezüglichen Elemente zn berDcksiclitigen. lUit Veraach- 
lässigung nnendlich kleiner Crrössen höherer Ordnung kann 
man also setzen 

Pco8(P»)dS'+P'cos(P'n')rfS' -= — 4«^, (2) 
wo P' nnd »' die Werthe von P.und n für das Element dS' 
sind. Ebenso kann man mit Vernachlässigung unendlich klei- 
ner Grössen höherer Ordnung sdS als Ausdruck des Volumens 
der Masse (i ansehen, d. h. man kann fi = Q6dS setzen. 
Ferner kann man dS =^ dS' setzen und fßr n die dem n ent- 
gegengesetzte Richtung wählen. Hiermit geht die Gleichung (2) 
in die folgende über: 

P cos (P«) - P' cos (P'«) = -- 4«Ä . (3) 

Diese Gleichung zeigt, dass die geometrische Differenz ? — P' 
keine unendlich kleine Grösse ist, so lange die Flächendich- 
tigkeit h nicht unendlich klein ist; folglich erhält der Differen- 
tialparameter P einen endlichen Zuwachs, wenn der Punkt M 
von der einen Seite der Schicht (S, S') auf die andere über- 
geht. Da sich nun für diejenigen Massen, deren Elemente 
sich in endlicher Entfernung von einem auf S gewählten 
Punkt M beEndeu, die Anziehungskraft beim Uebergange des 
Punktes M Ton einer Seite der Fläche auf die andere unend- 
lich wenig ändert, so kaim man auf der linken Seite der 
Gleichung (3) annehmen, dass P und P" diejenigen Anziehungs- 
kräfte sind, die von der alleinigen Einwirkung der dem Punkte 
M benachbarten Massen auf diesen Punkt herrühren. Daher 
führt die Formel (3) auf den Satz: 

Prqjicirt man die Kraft, mit iceldier ein helwhiger Punkt M 
einer Fläche S von einer über diese Fläeke vertheilten und von 
anderen, äusseren Massen angezogen wird, auf die Normale von 
S im Punkte M, so hat diese Projection einen doppelten Werth, ■ 
je nadidem man den Punkt M als dem auf der einen oder dem 
auf der anderen Seite der Fläche S gelegenen Baume artg^wrig 
ielrachtet. Die Differenz dieser beiden Werthe ist gleich 4«h, 
wenn h die Dichtigkeit der Massenvertheilung auf der Flädte 
bedeutet.*) 

*) GaDBs beweist dieeen Satz, indem er direct die Teitheiltmg der 
MEwaa auf der Fläche betrachtet, s. dessen Abhandlung: „A%emeias 
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In dem speciellen Falle, dasa für einen gewissen Pnnkt 
der Fläche A -= ist, hat man Pcos {Pn) ■= P" cos (JP"«); in 
einem solchen Punkte ist also die Grösse P cos (P«) nicht 
di&continnirlich. In denjenigen Punkten der Fläche S, wo H 
nicht gleich Null ist, können cos (P«) und cos (P*») nicht 
gleichzeitig zu Nall werden; daher können P und P' in diesen 
Punkten die Fläche 8 nicht berühren. Ist h längs der Schnitt- 
linie der Fläche S mit einer gewissen Niveaufläche (IT) nicht 
gleich Null, ao hat die Niveaufläche (U) infolge der Discon- 
tinuität des Parameters P in jedem Punkte dieser Linie zwei 
verschiedene Tangentenebenen; folglich hat sie längs dieser 
Linie eine Kante. 

Es bann vorkommen, dass die Fläche S selbst eine Niveau- 
fläche ist; dann sind P und P" zu ihr normal und haben zwei 
verschiedene Werthe in den Punkten, wo A nicht gleich Null 
ist. In Punkten der Fläche 8, für welche die Tangentenebene 
unbestimmt wird, hat die Gleichung (3) keine Giltigkeit. 

48. Ein Beispiel für die Yertheilung einer Masse in einer 
unmessbar dünnen Schicht oder auf einer Fläche bietet die 
Elektricität auf einem vollkommen guten Leiter, der von einem 
vollkommen nichtleitenden Medium umgeben ist; dabei kann 
die Elektricität frei oder unter der Einwirkung äusserer elek- 
trischer Massen sein. Es sei K ein solcher Leiter, S die Ge- 
sammtheit aller geschlossenen, ihn begrenzenden Oberflächen, 
■ das Potential der Wirkung aller im Leiter K und 
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ausserhalb desselben befindlichen elektrischen Massen auf irgend 
einen Funkt M, dessen Abstand von einem Massenelement dm 
gleich r ist. Dabei können die Elemente dm positiv oder 
negativ sein; wir wollen bestimmen, dass die Elemente der 
sogenannten positiven Elektricität als positive Elemente gelten 

sollen. Es ist nicht nöthig, die Integration in i auch auf 

die im natürlichen Zustande befindliche Elektricität auszudehnen; 

Lehraätze in Beziehung auf im verkebrien VerhältDisse dea QuEtdrata 
der Entfenmiig wirkende Anziehungs- und AbatoBenngaki^fte" (1840). 
Einen anderen Beweis findet man in der Abhandlung von Soheibner: 
„Ueber das Flächen-Poteutial" in Crelle'a Joam., Bd. C4, S. 77. 
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denn für diese sind die Elemente — paarweise ent^^egengesetzt 
gleich. Ist der Punkt M mit der elektrischen Masse n be- 
haftet und ist P der Diffetentialpdrometer der Function 17 fQr 
diesen Ptmkt, ao ist ftP die Kraft, mit der die ganze elek- 
trische Masse t» auf die Masse fi wirkt. Dieselbe ist normal 
zu der Niveaufläche (U) und vou entgegengesetztem oder dem- 
selben Sinne, wie P, je nachdem (i zu der positiven oder 
negativen Elektricitat gehört. 

Befinden sich im Punkte M zwei verschiedenartige Massen 
H und (i', so wirken auf dieselben zwei entgegengesetzte Kräfte 
(i,P und (i'P. Liegt dabei der Punkt M innerhalb K in mess- 
barer Entfernung von der Fläche S, so sind ausser diesen 
Kräften keine weiteren auf die Masse fi imd (i' wirkenden 
Kräfte vorhanden. Ist P nicht gleich Null, so bringen die 
Kräfte Pfi und Pfi' die Massen fi und ft' in Bewegung. Die 
Folge davon ist eine in dem Leiter K stattfindende Zerlegung 
der nat&rlichen Elektricität und eine Bewegui^ der freien 
Elektricität 

Es kann der Fall vorkommen, dasa, wie der Versuch 
zeigt, in dem Leiter K gar keine Bewegung der elektrischen 
Massen stattfindet; dann sagt man, die Elektricität befinde sich 
im statischen Zustande. In diesem Falle mnss in jedem inner- 
halb K gelegenen Punkte M in measbarer Entfernung von der 
Fläche 8 immer P = sein. Dagegen wird dann für einen 
auf dem Leiter in unmessbar kleiner Entfemnng von seiner 
Oberfläche befindlichen Punkt M ausser der Kraft fiP auf die 
Masse (i, noch eine Kraft wirken, welche die Masse (i. hindert 
von dem Leiter K in das ihn umgebende nicht leitende Medium 
zu entweichen. Hieraus folgt, dass es innerhalb des Leiters K 
in unmessbar kleinen Abständen von S noch eine gewisse 
Fläche S' giebt, die die Eigenschaft besitzt, dass für alle auf 
ihr aelbst und innerhalb des von ihr begrenzten Raumes die 
Kraft P ^ ist Nimmt man innerhalb der Fläche 8' irgend 
eine andere gescbloaaene Fläche 8" an und erstreckt das In- 
tegral /P cos (Pn)dS"' auf sie, wobei « die äussere Normale 
der Fläche bedeutet, so hat man wegen P^Q die Relation 
JPcos(Pm)äS" = 0; 



izecy Google 



andererseits aber ist dieses Integral gleich dem Producte aus 
— 4x in die innerhalb der Fläche S" befindliche elektrische 
Masse (rei^l, Formel (1)); folglich ist diese Masse gleich 
Null. Hieraus einlebt sich, dasa die Summe der elektrischen 
Massen, die sich innerhalb irgend eines Theiles des von der 
Fläche S' begrenzten Volumens befiBden, gleich Null ist und 
daas also im Inneren von S' die ElektricitSt sich im natUr- 
hchen Zustande befinden muss. Man schliesst hieraus, dass, 
wenn ein Leiter K freie oder unter der Einwirkung äusserer 
Massen zerlegte Elektricität besitzt, dieselbe sich in einer un- 
messbar dünnen Schicht {S, S') befinden muss. 

Ist £ die dem Elemente dS entsprechende Dicke der 
Schicht (S, 8') und p die Dichtigkeit der in dem Volumen 
BdS enthaltenen Masse, so ist ^sdS die Grösse dieser Masse; 
folglich ist die ganze Masse der Schicht durch das Integral 
ffftdS ausgedrückt, das ober die ganze Oberfläche dS aus- 
zudehnen ist. Wegen der unendlichen Kleinheit der Dicke e 
kann man die beiden Flächen S und S' als zusammenfallend 
und die elektrische Masse als über die Oberfläche S vertheilt 
ansehen, und zwar derart, daas in dem Elemente dS ihre 
Dichtigkeit h = Qt ist. Diese Dichtigkeit ist in einem Theile 
der Fläche S positiv, in einem anderen negativ, wenn die 
Schicht verschiedenartige Elektricitäten enthält. 

Auf das Maasenelement hdS wirkt die Kraft PhdS, die 
mit derjenigen Kraft im Gleichgewichte sein muss, welche die 
Masse häS verhindert, von dem Leiter K in das isolirende 
Mittel zu entweichen. Dieser Widerstand hat die Richtung 
der Normale von dS (ähnlich dem Widerstände, welchen das 
eine Flüssigkeit enthaltende Gefäss dem Druck der Flüssig- 
keit auf die inneren Gefasswände entgegenstellt) ; da also die 
Kraft hPdS die Richtung der äusseren Normale von S hat, 
so hat auch der DiSerentialparameter F diese Richtung. Be- 
zeichnet man mit ds die Verschiebung eines Punktes M der 
Fläche S auf der Fläche selbst, so ist ^ = P cos {Pds) = 
flir jeden Pnnkt der Flache 8 und dies erfordert, dass U einen 
oonstanten Werth über die ganze Änsdehnung der Fläche 8 
habe; die Fläche S ist daher eine der NiveauMchen (ü). 
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Dies folgt auch daraus, daas S mit S', welchee eine Niveaii- 
ääche ist, zoBammenfallt und dasa U in den Punkten der 
Fläche 8 eine coutinuirliche Function ist.*) Der couBtante 
Werth Yon U auf der Fläche S ist derselbe, wie för die 
Fläche S' und innerhalb des Leiters K. 

Da auf der Fläche S' in jedem Punkte P' ^ ist, so 
giebt Gleichung (3) 

±P 4«Ä; 

dabei hat man links das Zeichen — zu nehmen, wenn h po- 
sitiv und -{-, wenn h negativ ist; im ersten Falle ist P im 
Sinne der inneren, im zweiten Falle im Sinne der äusseren 
Normale gerichtet. Bedeutet dn die Verschiebung auf der 
inneren Normale, so hat man ffir beide Fälle: 

Diese Formel drückt das Vertheilungsgesetz der Dichtigkeit 
der Elektricität auf der Oberfläche des Leiters K aus. Das 
Maass der elektrischen Kraft im Elemente dS ist: 

±hFäS = Aah'äS. 
Ihr Yerliältniss zu dem Flächeuelemente dS ist 4ah* und kann 
als Maass der elektrischen Spannung auf der Oberfläche des 
Leiters in dem gegebenen Punkte dienen. Diese Spannung ist 
also dem Quadrate der Dichtigkeit der elektrischen Yertheilung 
auf der Fläche 8 proportional. 

49. Als Beispiel für die statische Elektricität auf einem 
Leiter in dem Falle, dass keine äusseren, die Elektricität des 
Leiters beeinflussenden elektrischen Massen vorhanden sind, 
kann die Vertheilung von gleichnamiger Elektricität in einer 
Schicht gelten, die yon zwei ähnlichen und ähnlich gelegeneu 
Ellipsoiden S und S' eingeschlossen ist, wenn dabei die Dichtig- 
keit h auf der Fläche S der entsprechenden Dicke der Schicht 
proportional ist, d. h. wenn die Dichtigkeit p der Vertheilung 
in dem Volumen constant ist. Nach dem Newton'scheu Satze 
(§ 2S) übt eine solche Schicht auf die im Inneren und auf 

*) Die Conünnität von U folgt daraua, daaa P >— -j— eine endliche 
(JrOue ist. 
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der Oberfiäche S' befindlichen Punkte gar keine Wirkung aus; 
eine der Bedingungen fär die statische Elektricität ist also 
erfüllt. Um erkennen zu können, ob auch die übrigen Be- 
dingnugen erfüllt sind, wollen wir die Anziehung bestimmen, 
welche die Schicht auf einen, in Bezug anf das Ellipsoid 8 
äusseren Punkt ausübt. Erinnern wir ans zu diesem Zwecke 
der Ausführungen des § 30, in welchem gezeigt wurde, wie 
man das Potential der Anziehung eines I^inktes durch ein 
massives Ellipsoid bestimmen kann, indem man diesen Körper 
in unendlich dünne Schichten zerlegt 



die Gleichung des Ellipsoids (S). Setzen wir 

a* = Ol + A, ^» = o, + i, / = Oj + A, 
wobei i > sein soll, und betrachten wir die Schicht, welche 
von den beiden ähnlichen unendlich nahen Ellipsoiden 

J + |J + f -®', ■& + ^,+ f-(® + rf8)' 
eingeschlossen ist. In § 36 haben wir gesehen, dass, wenn 
dg U das Potential der Wirkung ist, die eine solche Schicht 
auf einen äusseren Punkt M, d. h. auf einen ausserhalb des 
in dem Ellipsoid (& -j- d@) enthaltenen Raumes befindlichen 
Punkt ausübt, dann immer 

.,. *(^^^" 

ist; also ist — ^ von der Variablen X unabhängig. Es ist dies 
die Ausdehnung des Maclaurin'schen Satzes auf eine un- 
endlich dünne Schicht. Gesetzt, die Schicht (SS') liege zwischen 
den Flächen 

l: + { + lr-i °°'' f+i + ir (' + ''«)'• 

denken wir uns nun eine andere Schicht (SiSi') von derselben 
Dichtigkeit (f, welche von den mit jenen confocalen Flächen 
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begrenzt ist. Der angezogene Pnnkt M befindet sicli auf der 

zweiten von diesen Flächen. Bezeichnen wir dos Potential der 

Einwirkung der ersten Schicht auf diesen Punkt M mit U 

und dae Potential der Einwirkung der zweiten Schicht mit 

I7j, eo ist nach dem eben bewiesenen Satze: 

U U. 
'- (5) 



V^^^ V(a, +l,){a,+l,)K+l.) 
Diese Gleichung besteht immer, wie klein auch d0 sei, folg- 
lich auch fUr d& = 0, d. h. wenn die Fläche jS' mit S und 
S,' mit S^ zusammenfallen. Wählt man fllr die Dichtigkeit q 
einen unendlich grossen Werth, so dass das Product (fd& 
endlich wird, so haben U und U^ endliche Werthe. 

Nehmen wir nun an, der Punkt M liege innerhalb der 
Fläche 





i' + ^^ 


^-«■. 


diesem Falle hat man nach Formel (24) § 30: 




<%)- 




egrirt man 


dies nach A von 


A bis CO, so folgt 






wendet man diese Formel auf die Schicht (SiS,') an, so er- 
giebt sich 

oo 

Ui r dl 

»'(^+i.)(""7+i,)c«,+i,) ^ 2«pÄ©^ yca,+i)c«i+i)(o,+i)' 

worin das Potential U^ sich auf einen innerhalb oder auf der 
Oberfläche von S, befindlichen Punkt M(x, y, e) bezieht 
Diese Formel gilt auch noch för d®"='Oi dann nimmt <fdB 
einen endlichen Werth ^ an und folglich wird: 

i;.-2.,n».+».)(»,+>,)(».+g/VK+..r+.)K+.)-<" 

Da Ui von der Variablen A, allein abhängt, so hat diese 
Function für alle Punkte der Fläche (S,) denselben Werth. 
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Biese Fläche ist also eine NiTeaufläche für die auf ihr ver- • 
iheilte Masse. Die Formeln (5) und (6) ergeben den Aub- 
dmck 

fSr das Potential der Anziehung, welche die Masse der Fläche 
(ß) auf einen ausserhalb des von ihr eingeschlossenen Baumes 
befindlichen Funkt M ausübt. Dieses Potential ist gleichfalls 
eine Function der Variablen i, allein; daher ist (S^), d. h. 
das durch den Punkt Jlf gehende Ellipsoid (>l,), eine Nireau- 
fiäche für die über die Fläche (S) Tertheilte Masse.*) Die 
Kraft Pf mit welcher diese Masse den Punkt M anzieht, ist 
deshalb normal zu der Fläche (8^), und da U bei abnehmendem 
A,, d. h. bei Yerschiebang des Punktes Jlf nach dem Inneren 
der Fläche (S^) wächst, so ist P nach dem Inneren dieser 
Fläche gerichtet. Nach der Regel über die Bestimmung des 
Differentialparametets erster Ordnung (s. Kinematik § 52) er- 
giebt sich 

dz. d«' 
wo an die NormalTerschiebnng des Punktes M nach dem 
Inneren der Fläche (Si) bedeutet Bezeichnet man mit d', das 
vom Mittelpunkte der EUipsoide auf die Tangentenebene Ton 

(S,) im Punkte M gefiillte Perpendikel, so ist ^ 2d, 

(s. Einem. § 56); folglich wird: 

P=4«g3,-^ ^"^-^ - (8) 

Oelangt der Funkt M auf die Fläche (8), so hat man A, = 
zn setzen; in diesem Falle wird also 

P=4jt2*, (9) 

wenn S das vom Mittelpunkte des ElUpsoids (S) auf die Tan- 
gentenebene dieser Fläche im Punkte Jlf gefällte Perpendikel ist. 



*) Daa Potential U ist die dem therm ometriBobeu Parameter X, ent- 
apfeoheade thermometriBChe Fnaction; folglich int (l,) eine isothermüche 
Fl&che. S. § 69 der Ednleitnng. 
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Man sieht leicht, dasa d . d& die Dicke e der Schicht 
(SS') im Punkte M ist; daher ist qä = lim pd# . ä gleich 
dem Grenzwerth von qb, d. h. es ist dies die Dichtigkeit h 
der Yeitheilung der Masse auf der Oberfläche des Eilipsoida 
S. Folglich hat man nach Formel (9) P^ixh, was mit 
Formel (4) übereinstimmt. 

Aus diesen Betrachtungen ersieht man, dass freie gleich- 
namige Elektricität, die auf einem Ellipsoid {S) so vertheilt 
ist, dass die Dichtigkeit der Vertheilung h = qS ist, sich im 
statischen Zustande befindet, wenn keine äussere Elektricität 
auf sie wirkt. Die Dichtigkeit h = qS ist proportional dem 
Perpendikel, das vom Mittelpunkte des Ellipaoids anf dessen 
Tangentenebene in dem dem h entsprechenden Punkte gefallt 
ist. Die elektrische Spannung in diesem Punkte ist A* = q'ö', 
also dem Quadrate des Perpendikels S proportional. Im 
Scheitel des EUipsoids ist d gleich der' entsprechenden Halb- 
axe; daher findet das Maximum der Spannung in den End- 
punkten der grossen Axe und das Minimum in den End- 
punkten der kleinen Axe statt. Im Falle eines verlängerten 
EotatioDsellipsoids ist das Maximum der Spannung an den 
Polen, das Minimum längs dem Aequator. Das abgeplattete 
Ellipsoid zeigt die entgegengesetzte Erscheinung. 

Die Grösse q hängt von der elektrischen Ladung, d. h. 
TOn der Masse m freier Elektricität auf dem Leiter ab. Das 
Volumen einer Schicht {SS') ist 4n V'ajOjO, .d0, also ist 
m = inYa^a^a^ . ^d& = inYö^a^Oy . q; hieraus folgt: 



grossen m und a, kann die Spannung h* im 
Endpunkte der grossen Axe Ya, so gross werden, dass die 
Kraft PhdS = inh'äS den Widerstand des isolirenden Me- 
diums auf dem Element dS überwindet. Infolge dessen 
strömt die Elektricität von dS in das isolirende Medium Ober. 
Durch diese Störung des Gleichgewichts zwischen der Kraft 
Ph^dS und dem Widerstände des isolirenden Mediums erklSrt 
sich die Erscheinung der Elektricität auf Spitzen. 

Die Formel (8) bestimmt die Wirkung der Masse der 



izecDy Google 



— 245 - 

Fläche (ß) auf einen bezüglich des von (S) begrenzten Baames 
äusseren Punkt M. In dieser Formel ist der Factor 43lqS^ die 
Kraft F, mit welcher der Punkt M von einer Masse angezogen 
wird, die auf der Oberfläche des mit S confocalen Ellipsoids 
Si derart vertheilt ist, dass die Dichtigkeit den Ausdruck 
A, = 2d, ^Ä-j hat. Kennt man also die Vertheilung auf 
einem Ellipsoide, so kann man die Vertheilung auf jedem ihm 
confocalen Ellipsoide finden. Die Kraft P, mit der die Masse 
der Fläche (S) auf einen äusseren Punkt M wirkt, hat die 
Richtung der Normale des Eilipsoida (Si) in diesem Punkte. 
Nach einer bekannten Eigenschaft der confocalen Ellipsoide 
ist diese Normale die Axp eines Kegels zweiter Ordnung, 
dessen Erzeugende die Tom Punkte M nach der Fläche (S) 
gezogenen Tangenten sind; sie ist aber auch die Äxe eines 
Kegels, dessen Spitze in M und dessen Basis die Focalellipse 

ist.*) 

Sind alle drei Äxen des Ellipsoids 8 gleich, so geht diese 
Fläche in eine Kugel über. Dann ist d der Radius der Kugel 
und S^ der Abstand des angezogenen Punktes vom Centrum; 
daher giebt die Formel (8): 

Hierin ist ind^ die Kugeloberfläche und 4jrA^ die auf ihr 
vertheilte Masse. Die Dichtigkeit h ist constant; daher kann 
man jene Masse als eine homogene, zwischen den beiden con- 
centrißchen Kugeln S und S' eingeschlossene Masse betrachten. 
Nach § 28 wirkt dieselbe auf einen äusseren Punkt so, als 
wäre sie im Mittelpunkte der Kugel S concentrirt, 

*) Die Eigenschaft, dass die Kraft P die Richtung der Ase des eritea 
der beiden Kegel hat, ist von Foisson gefunden worden, b. deBsen „Me- 
moire sur Vattraction d'nn ellipsoide homogene", In le T Oot. 1S33, 
M4m. de l'Acad., T. Xlll. Steiuer bewies später diese Eigenschaft ejn- 
thetiach. S. Crelle's Jonni., Bd. 12 (1834), S. 141. Ein Beweis fdr 
diese Eigenschaft findet sich auch in der Abhandlang Ton Cbasles, 
„H^moire sur Vattraction d'une couche ellipsoidale infiaiment mince". 
Journ, de l'ßcoie Polyt , 35"» Cah. 
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50. Das Problem der Vertheilung det Elektricität aaf 
Leitern in der Weise, dssB aie sich im Gleicbgawichtszustande 
befindet, gebSrt zu den intereBsantesten nnd zugleich schwersten. 
Die Hanptgnmdl^e zu seiner Lösung bilden die Green'schen 
Fonneln, die wir in § 66 der Einleitung abgeleitet hatten. 
Wir wollen nun die wichtigsten Folgerungen zeigen, die sieb 
aus ihnen ergeben. 

Die Formel (73) § 66 der Einleitung 

giebt den Werth einer continuirlichen einwerthigen Function 
ip in jedem Punkte des von der geschlossenen Fläche 8 be- 
grenzten Baumes V, wenn bekannt sind: 1) der Werth des 
Differentialparameters zweiter Ordnung ^,91 dieser Function 
fßr jeden Punkt des Baumes V, 2) der Werth der Function 
9 selbst für jeden Punkt der Fläche (S) und 3) der Werth 
der Projection ihres Differentialparameters erster Ordnung P 
auf die Normale der Fläche (S) in jedem Punkte der Fläche 
(S), d. h. die Grösse ^^ = P cos (Pw), wo » die Normale von 
dS ist. Dabei bedeutet in Formel (10) n die Richtung der 
äusseren Normale und r den Badiusvector, der das Flächen- 
element dS mit demjenigen Funkte verbindet, zu welchem der 
Werth von g; gehört; diesen Punkt werden wir mit M be- 
zeichnen. 

Ist (p in dem ganzen Baume V eiUe thermometrische 
Function, so ist ^^ip = 0, folglich wird dann: 

y = ^ Ti- P cos (Pn)dS + ^ A> ^ cos (rn)dS. (11) 

Die rechte Seite dieser Gleichung wird zu Null fOr alle Punkte, 
die ausserhalb des Volumens V liegen, d. h. wenn r einen 
von einem äusseren Punkte M nach dS gezogenen Radiue- 
vector bedeutet. Denn da in diesem Falle — für die Punkte 
des Volumens V nicht unendlich gross wird, so kann man 
die Formel (69) g 65 der Einleitung anwenden nnd in ihr 
p = — setzen. Dadurch erhält man : 
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= 1*^ Pco3(Pn)d5'+JV^cos(»-»)dS. (12) 

öl. 'Lehrsatss von Green: Es seien U und JJ' aum Func- 
tionen des Punktes M, die den folgenden Bedingungen genügen: 
1) die Function U sei eindeatig, stetig, endiidi und thermometrisch 
für alle Funkte eines durch eine Fläche S hegremten Volumens 
V, und V sei eine ^msoldie Function für alle ausserhalb dieses 
Volumens befindlichen Punkte; 2) die IHfferentialparameter erster 
Ordnung P und F dieser Functionen bleiben endiich und stetig 
in tfen misprechmden Bäumen; 3) für die Punkte der Fläche S 
Ao&en die FuncUonen U und ü' gleiche Wertlie, ihre Parameter 
P und P" aber Mnne» nach Grösse und Richtung verschiedm 
sein; 4) en^emt skA der J^atkt M von der Fläche S Mts Un- 
endliche, so soll die Function W einen unendlich kUnnen Werth 
von derselben (kdnung wie — annehmen, ihr Parameter P' aber 
einen unendlich kleinen TVerfA von derselben Ordnung wie —^ 
Unter diesen Bedingungen kann man auf der Fläche S eine 
Masse derart vertheilen, dass die Function U das Potential der 
Kraß wird, nnt welcher diese Masse einen beliebigen ausserhalb 
des Volumens V gelegenen Punkt ansieht, wahrend die Function 
U das Potential der Kraft ist, mit welcher dieselbe Masse einen 
in dem Vohimen V befindlichen Punkt anzieht; dab^ ist die 
Dichtigkeit der Verfheilung der Masse auf der Fläche (S) durch 
die folgende Formel ausgedrückt: 

h-^[p<^[Pn)-Pa>,(r«)\. (13) 

Zum Beweise dieses Satzes wenden wir zunächst die Formel (11) - 
anf die Function U an, indem wir den Punkt M innerhalb 8 
wählen; dadurch erhalten wir: 

U — ^(^ P cos {Pn)dS + ^ / U ji cos (rn)ds. (14) 

Dann wenden wir die Formel (12) auf die Function U' an, 
indem wir für den Radiusvector r den Pol M in demjenigen 
Punkte wählen, dem der vorstehende Werth von U entspricht; 
wir integriren dabei nach dS über die Fläche S und über die 
Oberfläche einer Kugel, deren Gentrnm in M ist und von 
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welcher die Fläche S vollständig eingeschlosseii wird. Be- 
zeichnet S den Radius dieser Kugel und n' die Richtung der 
äusseren Normale von S, d. h derjenigen, die in Bezug auf 
den zwischen der Kugel und der Fläche iS gelegenen Baum 
nach aussen gerichtet ist^ so hat man nach Formel (12); 

J]:P'eoB{P'n')dS + 

Jir ~ ooB {rYt')d8 + sjr cos {T'a)da + fvde = ; 

hierin beziehen sich die beiden letzten Glieder auf die Ober- 
fläche der Kugel vom Radius S, und d0 bedeutet das Element 
einer concentrischen Kngelfläche von einem Radius gleich 1. 
Für 8 = oo verschwinden diese beiden Glieder; denn P' wird 
na«h der Voraussetzung unendlich klein von derselben Ord- 
nung wie -jp und U' unendlich klein von derselben Ordnung 
wie -j. Vertauscht man in den übrigbleibenden Gliedern die 
Richtung von n' mit der entgegengesetzten Richtung n, so ist: 

= /~ P' coa (T'n)dS +Ju' ^ cos {rn)dS. 

Subtrahirt man diese Gleichung, nachdem man sie durch 4]r 
dividirt hat, von der Gleichung (14) und beachtet, dasa 
U= V ftir die Punkte der Fläche S wird, so folgt: 

U= ^r^[PcoB (Pb) — P cos (P«)]dfir. 

Dies zeigt^ dass fBr einen innerhalb der Fläche 8 befindlichen 
Punkt M die Function U das Potential einer Masse ist, die 
aber die Fläche S in der Weise vertheilt ist, daes die Dich- 
tigkeit der Masse des Elements dS 

Ä = ^ [pcos (Pm) — P' cos (P'«)l 

ist Wenden wir nun die Formel (11) auf die dem Punkte 
M entsprechende Function (T an, indem wir diesen Punkt so 
wählen, dass er ausserhalb des von der Fläche S eingeschlos- 
senen Raumes liegt; wir erstrecken dabei die Integration nach 
dS über diese Fläche S und Ober die Oberfläche einer die 
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ganze Fläche S umfassende Engel vom Radina S and vom 
Centram M. 

BezeJclinet da das Element einer concentrisclien Kagel- 
fläche vom Radius 1 und beachtet man, dass diejenige Nor- 
male Ton 8, die in Bezog auf den Raum, in dem sich M 
befindet, die äussete Nonnale ist, den entgegengesetzten Sinn 
wie n bat, so folgt: 

tr == — -Lri P cos iP'n)dS — l-fVy, cos {rn)dS 

+ ^ WV cos {FS)d0 + ^fu'ds. 

Für 3 ^oo verschwinden die beiden letzten Glieder und da- 
her wird 

ü'= — ^ A ^ <»8 (P'B)dS' — ATp' li cos {rn)dS. (15) 

Lässt man endlich den Pol fQr r in demselben Punkte M nnd 
wendet die Formel (13) auf die innerhalb £f gegebene Function 
U an, so hat man: 

^fyPeos {Pn)dS +füy, cob (rn)dS. 

Oividirt man diese Gleichung durch 4» und addirt sie. zu 
Gleichung (lö), so folgt, wenn man beachtet, dass für die 
Punkte der Fläche S wieder fT = ü" ist: 

ü' = ~J]r [P cos (P») - P- cos (F'n)^ dS. 

Dies zeigt, dass die Function V das Potential der Kraft ist, 
mit welcher ein ausserhalb des von S umschlossenen Raumes 
befindlicher Punkt M von einer Masse angezogen wird, die 
auf der Fläche 8 derart vertheilt ist, dass die Dichtigkeit der 
Masse eines Elements d8 durch die Formel (13) ausgedrückt ist. 
öS. Gesetzt, es sei S eine geschlossene Niveaufiache, die 
der Wirkung einer gewissen, theils ausserhalb, tbeils inner- 
halb S gelegenen Masse m angehört; femer sei Ui das Po- 
tential der Wirkung des inneren Theiles m, und U^ das des 
äusseren Theiles auf einen beliebigen Punkt M. Die Summe 
ü, -|- ü^ ist dann das Potential der Wirkung der ganzen 
Masse m auf denselben Punkt Nach einer Eigenschaft der 
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Nireaiiäächen rnuas dieae Sumiue fQr die ganze Ausdehnung 
der Fläche S einen gewissen constanten Werth*^ haben. 
Die Function Ä — U^ genügt nun allen den Bedingungen, 
denen die Function U im vorigen § unterworfen war, während 
das Potential f, die Bedingungen erfüllt, denen die Function 
U' unterworfen war; auf der Fläche S ist A — f^j ^ t^ü 
folglich kann man auf die Functionen U ^ A — U^ und 
ü' ^ f/| den Satz des vorigen § anwenden. Bezeichnen P^ 
und Pg die Bifferentialparameter erster Ordnung der Functionen 
U^ und Pj, 80 hat man P= — Pj und F = J^, und die For- 
mel (13) giebt: 

h ^ [p, cos (P, ») + Pj cos (Pj«)1 . (16) 

Hierin sind Pj und P^ die Kräfte, mit denen die Massen m^ 
und m^ einen Punkt von der Einheit der auf der Fläche S 
befindlichen Masse anziehen oder abstosBen. Bezeichnet man 
also mit P ihre Besultante, d. h. die Kraft, mit der die ganze 
Masse auf denselben Punkt wirkt, so hat man 

Pi cos (Pi») + P, cos (Pj») = P cos (Pm) ; 
da aber die Richtung von P normal zu det Niveanfläche S 
ist, so wird cos {Fn) = + ^ i ^^o i^*- 

»--iPc;os(P»)-+ip. (17) 

Die ganze über die Fläche 8 vertheilte Masse ist durch das 
Integral 

JhAS =■ - ^JP cos (P»)dS 
ausgedrückt, welches nach dem Gaues'schen Satze übergeht in: 

JhdS = m, ; 
d. h. die Qymitiiäi der über die Fläche S vertheilien Masse ist 
gleidt dem innerhaB) S enthalten^i Tkeile der Masse m. 

Hieraus ergiebt sich daher der folgende bemerkenswerthe 
Satz von Green: 

Wenn S eine ges<Mossene Niveaufläehe ist, die der Wirkung 
einer g^^enen Masse m entspricht (wobei m aus positiven oder 
n^ativen Elementen bestehen kann), so hann man den innerhtM 
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8 befindli^en Theü m, der geg^enen Masse auf der Fläche 8 
derart «crtteife«, dass die Dichtigkeit der Vertkeüung Ä = 4^ — P 
wird; dabei bedeutet P die Grösse der Kraß, mit welcher die 
ganze Masse m einer* Punkt von der Einheit tfer o«/" jS befind- 
liehen Masse anzieht. Biese über S verüteilte Masse wirkt auf 
einen Punkt, der atisserfuüb des in 8 enthaltenen Saumes liegti 
genau eftenao, wie die Masse m^ im ur^mit^lichen Zustande wir- 
ken würde; ihre Wirkung auf einen inneren Punkt ist dagegen 
etägegengesetzt gleich der Wirkung der Masse m^ des äusseren 
Theiles der gegä>men Masse m. 

In dem speciellen Falle, dass t», •=> ist, d. h. dass die 
ganze gegebene Masse iimerhalb S liegt, kann die ganxe Masse 
m über die Oberflädie S vertheHt werden, und zwar mit der 
Dichtigkeit ä ==• + — P; diese öberflädtenmasse wirM dann auf 
änen äusseren Punkt so, wie sie im ursprünglichen Zustande 
wirken würde. Auf &,nen inr^ren Putikt aber übt sie keinerlei 
Wirhmg aus, da für diesen FaU 17^ = wird, also Ä — U^ 
sich auf die constante Grösse Ä redudrt. 

Beispide. 1) Es seien m^ und m, (Fig. 31) zwei mate- 
rielle Punkte Ton verschiedenartiger 
Masse; der erstere ziehe einen Punkt 
M an, der zweite stosse ihn ab. 

^ ' - ^ — -^ Bezeichnen r^ und r^ die Abstände 

ntiJlf und m^M, so bat man den 
Ansdmck 



Fig. Sl. 

(2^ 



fllr das^Potential der Wirkung der Masse m = «i^ — m^ auf 
den Punkt M. unter den Niveauflächen (U) verdient die 
Fläche (0) besondere Beachtung; ee ist dies die Fläche 

^ _ ^ = 0. (a) 

Man sieht leicht, dass sie eine Kugel ist Die Gleichung (a) 
giebt nämlich die Proportion m, : »», ^ r, : r^, aus welcher folgt, 
dasa die Geraden MA nnd MA', die den Winkel m^Mm^ und 
sein Supplement halbiren, die Gerade m^m^ in zwei festen 
Punkten A nnd A' schneiden, die den Bedingungen 
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Am^ : Ätn^ = »«, : nig und A'mj^ : A'nii «= m, : im, 
genügen. Da der Winkel AMA' ein rechter ist, so geht der 
in der Ebene AMA' gelegene Kreis, dessen Durchmeaaer die 
Entfernung AA' ist, durch den Punkt M. Durch Rotation 
dieses Kreises um AA' entsteht die Kugel, deren Gleichung (a) 
ist. Die Punkte Ä und A' sind die zugeordneten harmonischen 
Punkte zu fw, und tn^. Ist die Masse wti < %, so liegt der 
Punkt f», innerhalb und m^ ausserhalb der Kngel; man kann 
dann die Masse jmi auf der Oberfläche der Kugel (a) so yer- 
theilen, dass sie in diesem Zustande jeden ausserhalb der 
Kugel gelegenen Punkt ebenso anzieht, wie der Punkt m,. 
Dieselbe Masse zieht jeden innerhalb der Kugel gelegenen 
Punkt mit einer Kraft an, die derjenigen Kraft entgegengesetzt 
gleich ist, mit welcher dieser Punkt vom Punkte m, abge- 
stossen wird. Die Dichtigkeit der Yertheilung der Masse m, 
auf der Kugel (o) ist Ä = 7- P, wobei P die geometrische 
Snmme der Componenten ~ und ^ ist, von denen die erstere 

die Richtung Jtfntj hat, während die zweite dem Mm^ 
en^egengesetzt gerichtet ist. Man sieht nun leicht, dass 
P^-^e ist, wo c den Abstand m,nu bedeutet: dieser Aue- 

druck geht mit Hilfe der Gleichung (a) Ober in P = — —, ; 
daher wird 



d. h. die Dichtigkeit der Yertheilung der Masse m, auf der 
Kugel (a) ist umgekehrt proportional dem Cubus des Radius- 
vectors r,, der vom Punkte m^ nach der Kngelfläche führt. 
Im Falle m^ < m^, liegt der Punkt m^ innerhalb der Kugel (a); 
man kann dann die Masse «i^ über die Oberfläche dieser Kugel 
derart vertheilen, dass sie in diesem Zustande jeden ausser- 
halb der Kugel gelegenen Punkt gerade so abstösst, wie der 
Punkt »lg. Dieselbe Masse stösst dann jeden innerhalb der 
Kngel gelegenen Funkt mit einer Kraft ab, die derjenigen 
Kraft entg^engesetzt gleich ist, mit welcher dieser Punkt 



izecDy Google 



vom Punkte «ij angezogen wird. Die Dichtigkeit der Ver- 
theiluog ist 



4«!», rj' 

sie ist also negativ und dem Gubus des von m^ nach der 
Eugeloberfläcbe führenden ßadiusvectors umgekehrt proportional. 
2) Gesetzt, der Punkt M werde von zwei materiellen 
Punkten m, und m, angezogen. Das Potential der Wirkung 
beider Massen auf den Punkt M ist: 



U- 



- ^ 



+ 



Flg. 31. . 



Die Niveaufläehe (ü) ist eine geschlossene Rotationsfläche, 
deren Axe die Gerade m^Wg und deren Meridian eine der in 
(Fig. 32) dargestellten Gurren ist 
Die ganze Masse m = «t, + m^ 
iässt sieb auf der Fläche (^U) der- 
art vertheilen, dass sie in diesem 
j Zustande jeden äusseren Punkt so 
' anzieht, wie die Punkte m, und % 
ursprünglich diesen Punkt anzogen. 
Die Dichtigkeit der Vertheilui^ 
t h^ j-P. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass 




i« = 



{^ + '^)u. 






ist, wenn c den Abstand t»,»tj bezeichnet. 

3) Es sei m die Masse einer homogenen geraden Strecke 
yig jj j1^' (Fig. 33) von der Länge 2c 

und. der Dichtigkeit pj diese Masse 
ziehe einen Punkt M an. Wählt 
man den Mittelpunkt der Strecke 

Ij-) at als Ursprung eines rechtwinkligen 

Coordinatensystems, dessen x-Axe 
die Richtung OA hat, und bezeich- 
net mau die Coordinaten des Punktes M mit x und y, so 
ist das Potential der Anziehung des Punktes M durch die 
Masse m: 
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Beseiclmet Jl die grosse Halbaze der Ellipse, deren Brenn- 
punkte A und Ä' sind und die duTch den Punkt Jlf hindurch- 
gelit, 80 hat man nach einer bekannten Eigenschaft der Ba- 
dienvectoren der Ellipse: 

AM-^l — '^, A'M=3L + ~-; 
folglich ist 



fr-,~iog(;-±i). 



Man sieht hieraus, dasa die Niveanfläche (IT) diejenige iai^ fKr 
welche die Grösse X constant ist, d. h. sie ist ein EUipsoid, 
das man durch Rotation der Ellipse, deren Brennpnnkte A und 
A' und deren eine Halbaxe l ist, um die Gerade AA' ent- 
steht. Man kann somit die Anziehung, welche die Masse m 
der Strecke AA' aaf einen beliebigen ausserhalb dieses Ellip- 
soids gelegenen Funkt ausübt, durch die Anziehung ersetzen, 
welche dieselbe Masse, wenn sie über die Oberfläche des 
Ellipsoids mit der Dichtigkeit A = — P vertheilt ist, ausübt. 
Diese Dichtigkeit kann man folgen dermassen bestimmen. Be- 
zeichnet A, den Differentialparameter erster Ordnung der 
Function A, so ist: 

p dü, _ 2ec\ 

Nach § 55 der Kinematik ist aber &, ^ cos a, v/o a die 
Hälfte des Winkels AMA' bedeutet; bezeichnet man nun 
mit d das vom Centrum auf die Tangente der Ellipse X 
im Punkte M gefällte Perpendikel, so ist cos « = -r-; fo^- 
lich wird: 
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daher ist die Dichtigkeit der Vertheilung der Masse m auf 
dem EllipBoide (A): 



"^ 4*1(1" — c*)- 

Der in diesem § behandelte Satz rührt von Green*) her. 
Er wurde später auf anderem Wege von Gauss**) und von 
Chaslea*"*) gefunden. Die angefahrten Beispiele sind dem 
Werke von W. Thomson und P. G. Tait „Treatise on Na- 
tural Fhilosophy" entnommen. LiouTilIe hat gezeigt, dass die 
auf einer sie Tollatändig umschliesseuden Niveaufläche (S) ver- 
theilte Masse m dnd die Masse m im ursprünglichen Zustande 
einen gemeinsamen Trägheitsmittelpunkt haben; W. Thomson 
fand, dass diese beiden Massen gemeinachaftliche Haupttr^- 
heitsozen haben, f) 

53. Methode der elektrischen Sitäer von W. Thomson. 
Die in den §§ 59, 60, 61 der Kinematik (S. 131 u. ff.) vor- 
getragene Methode der Umwandlung eines geometrischen Ge- 
bildes in ein anderes vermittelst reciproker Radienvectoren 
giebt, wie W. Thomson gezeigt hst^ ein Mittel an die Hand, 
um aus dem g^^benen Potential der Wirkung 
einer gegebenen Masse auf einen Punkt das 
Potential der Wirkung einer anderen Masse 
auf einen anderen Punkt zu bestimmen. 

Es sei (Fig. 34) ein fester Pol, (i, ft' 
zwei mit ihm auf derselben Geraden gelegene 
Punkte, die so angenommen sind, dass die 
JJ * Radienvectoren Ofi = r und Ofi' = r' der 
Bedingung 

rr' = c* 

*) „An Ebboj' od the application of mathematical analTais to the 
theorieH of electricitj and magnetiam", Nottiugham 1828. 

**) Beanltate ans den Beobachtnngea des magnetisohen Vereina im 
Jahre 1839, Leipzig 1840. 

***) .Comptes TsodDa da« B^uicea de l'Äcad^mie dea sciences de 

Paria 1839, 1" aämeetre. ÄdditioD ä la ConnoiBsajice dea Temps poor 1845. 

t) iiSnr noe proprigtä de la conche ^ectrique ä 1a aarface d'un 

corpe condnctenr". „Note on the preceding article". Cambridge andDablin 

Math. Jonm., ed. by W. Thomaon. V, I. 1846. 
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gen^en, wo c eine Constante ist. Auf Grund dieser Bedin- 
gung kann man zu einem gegebenen Funkte (i den Punkt fi' 
bestimmen und jedes geometrische Gebilde, welches durch ein 
Punktsystem (fi) dargestellt ist, in ein Gebilde des Punktsystems 
(n') transformiren. In § 60 der Kinematik ist gezeigt wor- 
den, dass die Oberflächen und Volumina zweier solcher Ge- 
bilde in entsprechend ähnliche Differentialelemente zerlegt 
werden können und dass, wenn die entsprechenden Elemente 
der Linien, Flächen und Volumina mit ds und ds', dS und 
dS', d V und d V bezeichnet werden, mau hat: 

ds:ds- = r:r', dS idS' = t^ :r'*, dF: dF' = r» rr''; (a) 
hierin bedeuten r und r' die reciproken Badienvectoren, die 
vom Pole nach den den entsprechenden Elementen ange- 
hSrigen Funkten ft und ft' führen. Gesetzt, die entsprechen- 
den Gebilde enthalten die Massen m und tn', die so Tertbeilt 
seien, dass die in entBprechenden Elementen der Gebilde ge- 
legenen Massenelemente dm und dm' der Bedingung 

dm : dm' = r^ : r'* (&) 

geniigen. Die materiellen Punkte dm und dm' (die man als 
der statischen Elektricität angeh&rig betrachten kann) nennt 
W. Thomson, wenn sie der Bedingung (b) genügen, elektrische 
Bilder, indem er sagt, es sei einer das elektrische Bild des 
anderen. Bezeichnen ^ und q' die Dichtigkeiten der Massen dm 
und dm', so erhält man das Verhältniss dieser Dichtigkeiten, 
indem man die Gleichung (6) durch eine der Gleichungen (c) 
dividirt, und zwar ergiebt sich: 

*•*■'-* = c : r = r' : c für lineare Gebilde, 



9 
,'^r-^ 



-l_ 



, pS . J.S ^ y'» . gS fßp Plächengebilde, 



' = c" : r^ = r'" : c* för ränmhche Gebilde. 



Man sieht hieraus, dass, wenn die Masse m constante Dich- 
tigkeit hat, die Dichtigkeit der Masse m' variabel ist; sie ist 
nämlich einer Potenz des Abstandes r' des entsprechenden 
Elementes vom Pole umgekehrt proportional. Gesetzt, die 
in ^ und n' enthaltenen Massen dm und dm' ziehen zwei 
entsprechende Punkte M und M' an. Da nun 
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Oit-Oti' = OM-OM' •=(? 
ist, so verhält sich 

Oft:OJif' = OJIf:0^'; 
daher sind die Dreiecke 0(i.M\xnA OM'ß ähnlich, worans folgt: 

fiM-.fi'M' = OM: Oft' = OM:r'. 

Aus diesen Proportionen in Verbindung mit (6) folgt aber: 

dm dm -i _, 

Dieses nur von der L^e des Punktes M abhängige Verhältr 
niss hat för alte Elemente dm und dm' denselben Werth, so 
dass man hat: 

/dm rdm' „,, 

Nun ist aber / — ^ das Potential der Wirkung der M^se m 
auf den Punkt M und / .^ das Potential der Wirkung von 

m' auf M'. Bezeichnet mau diese Potentiale mit U und U', 
80 hat mau: 

U: V = c:OM=OM':c. (c) 

Dies ist die von W. Thomson gefundene interessante Be- 
ziehung zwischen den Potentialen der Kräfte, mit welchen zwei 
entsprechende Punkte durch Massen, deren Elemente die elek- 
trischen Bilder von einander sind, angezogen werden. 

Nehmen wir z. B. an, es sei m eine homogene Masse, 
die über eine Kageloberfläche S vertheilt ist Wie in § 61 
der Kinematik bewiesen wurde, gebt diese Kugel bei der Trans- 
formation in eine andere Kugel S' über; folglich ist die 
Masse m auf dieser zweiten Kugel so vertheilt, dass ihre Dich- 
tigkeit durch die Function tf' = -rj dargestellt wird, d. h. sie 
ist dem Cubus des Abstandes des entsprechenden Punktes vom 
Pole umgekehrt proportional. Ist R der Radius der Kugel S 
und i der Abstand ihres Centrums C vom Pole 0, so ist der 
Abstand des Centrums D der Kugel S' vom Pole gleich 
j, _ p, ; der Eadius M' der Kugel S' hat einen der Werthe 

SoBiarr, Uaohuik. II. IT 
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,_ p, oder p, - ., , je nachdem S> R oder S <B(s. Einem. 
S, 139), Das Potential U der Wirkung der Masse m auf einen 
innerhalb S befindlichen Punkt M hat einen constanten Werth 
fltr alle solche Punkte; daher ist V = -^^ eine GlrSsse, die 
dem Abstand des angezogenen Punktes M' vom Pole um- 
gekehrt proportional ist, so dass TT das Potential der Wir- 
kung des Punktes allein ist, der die Masse JJc hat. Für 
JJ kann man das Potential der Wirkung der Masse der Eugel 8 
auf ihren Mittelpimkt C wählen, d. h. die Grösse 43EpJi, wo- 
durch Vc = 43rpBc wird. 

Liegt dagegen der Punkt M ausserhalb der Kugel S, so 
ist XJ -= -Q^, also TJ' = -qw-tcm' ^^^J*'^®t (''*) ^6ö "Jö™ 
Centrum C der Ei^el jS^ entsprechenden Punkt, so hat man 

GM:C'M' = OC:OM'-y 
hieraus folgt 

CM.OM' = OC.C'M = 8 . CM'; 
also: 

™ ac'M'' 

Man sieht hieraus, dass die Eugel S' den Punkt M' so 
anzieht, wie eine in C concentrirte Masse -^- Setst man 
^ = »ij, so wird »»j : m = e : OC = OC' : OC*. Man kann 
daher nach der Bedingung (&) die in den entsprechenden 
Punkten C und C concentrirten Massen m und m^ als ihre 
gegenseitigen elektrischen Bilder betrachten. 

Die Anwendung der Methode dar elektrischen Bilder auf 
Probleme der Elektrostatik findet man in den folgenden Werken : 

W. Thomson, On the Mathematical Theory of Electri- 
city in Equilibrium. Cambridge and Ehiblin math, Joum, T. III, 
IV, V. 

R. Lipschitz, Untersuchungen über die Anwendung eines 
Abbildungsprincips auf die Theorie der Vertheilung der Elek- 
tricität Crelle's Journal, Bd. 61 (1863), S. 1. 

*) Der Punkt C fällt nicht mit dem Centrum D der Engel S' 
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A. T. Stolötoff, lieber die allgemeine Aufgabe der Elek- 
trostatik im*! ihre ReductioD auf den einfachsten Fall. Mathe- 
matisches Journal, herausgegeben von der Moskauer Mathema- 
tischen Gesellschaft. Bd. IV, erstes Heft, 1869 (russ.). 

Die Folgenmgen aus dem Cfreen'schen Satze und andere 
allgemeine auf die Potentiale elektrischer und mf^netischer 
Massen bezügliche Sätze sind in den folgenden Werken 
behandelt: 

G. Green: „An essay on the application of math. ana- 
lysis to the theories of electricity and mi^netism," Nottingham, 
1828; auch in Crelle's Joum. Bd. 39 (1850) S. 73, Bd. 44 
(1852) S. 356 u. Bd. 47 (1854) S. 161 u. 195. 

Gauss, Allgemeioe Lehrsätze in Bezug auf die im ver- 
kehrten Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden 
Auziehungs- und Abstossungskräfte (1840). 

A. Beer, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom 
Magnetismus und die Elektrodynamik (1865). 

Ueber die Veztheilung der ElektricitHt auf zwei Kugeln 
vergleiche man: 

Poisson, Memoire sur la distribution de Velectricite ä la 
aarface des corps conducteurB. M^moires de Tlnstitat de 
France, 1811. Memoire sur la distribution de l'^lectricite dans 
une sphere creuse ^lectris^e par influence. Bull, de la soci^t^ 
philomatbique, 1824. 

G. Kirchhoff, Ueber die Vertheilm^f der Elektiicität auf 
zwei leitenden Kugehi. Crelle's Joum., Bd. 59 (1861), S. 89. 

W. Thomson, On the mutual Attraction or Repulsion 
between two electrified spherical couductors. Philos. M^., 
Vol. V, 4. series (1853), p. 287. 

C. Neumann, Allgemeine Lösung des Problems fiber den 
stationären Temperaturzustand eines homogenen Korpers, wel- 
cher von irgend zwei nicht concentrischen KagelÖächen be- 
grenzt wird. Halle 1862. 

D. Bobyleff, Die elektrostatische Aufgabe Ober die 
Vertheilung der Elektricität auf zwei Kugeln, die unter 
dem Einflüsse gegebener äusserer elektrischer Massen stehen. 
1873 (russ.). 
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Capitel m. 

Arbeit einer Erait imd eines ETtLfteBjstemB. — Vector und Drehnn^- 
momeDt einer Kraft. — Haaptrector und Hanptmoment eiuea Eräfte- 
BjBtema. — Bedingangen, die znm Gleichgewicht aller auf ein beliebiges 
System materieller Funkte frirkcaden EiUfle erforderlich siad. — Be- 
dingungen, die für daa Oleichgewicht aller anf ein UDveränderlicheB 
PnnktcTTBtem wirkenden KXöRe genügend sind. — Kleinetes Hanptmoment 
und Centralaxe eines Eiüftesystema. 

54. Zur Bestimmang und Messung einer Eraft hat man 
iQ der Mechanik ausser den in Capitel I besprochenen Grossen 
noch eine weitere angenommen, die man die Arbeit der Kraß 
nennt; dieselbe dient zur Schätzung der Wirkung einer Kraft, 
welche Bewegung erzeugt 

Wenn eine constante Kraft F bewirkt, dass ein ursprüng- 
lich ruhender Punkt, ohne einen Widerstand zu finden, eine 
geradlinige Wegstrecke s durchläuft, so betrachtet man das 
Product Fs als ein Maass der Wirkung der Kraft während 
der Bewegni^ ihres Angriffspunktes und nennt dasselbe die 
Arbeit der Erafl F bezüglich des Weges s. 

Wenn ein ESrper vom Gewichte F von einer verticalen 
Höhe h heruntergefallen ist, so ist Fh die Arbeit dieses Ge- 
wichtes bezüglich der Höhe h. Als Einheit jeder Arbeit hat 
man die Arbeit der Gewichtseinheit, die einen Körper um die 
Höheneinheit fallen macht, gewählt. Ist das Kilogramm 
die Gewichteeinheit und das Meter die Einheit des Höhen- 
maaeses, so ist die Arheiteeinheit das Kilogrammmeter. 

Wenn der ursprünglich ruhende, gemeinschaftliche An- 
griffspunkt zweier constanten Kräfte F und F' infolge ihrer 
gleichzeitigen Wirkung einen geradlinigen Weg s durchläuft, 
so erzeugen diese Kräfte eine Arbeit Rs gleich der Arbeit 
ihrer Resultente R = F-\-F'. Da 

R = FcoB (F, s) + F' cos (F", s) 
isl^ so hat man 

Bs = Fcos {F, s) ■ s + F'eo8(F',s) ■ s, (1) 

d. h. die Arbeit zweier Kräfte F und F' ist gleich der alge- 
braischen Summe der Arbeiten ihrer Frojectionen + F cos (F, s) 
und + F' coa (F'yS) auf die Richtung der Wegstrecke s. Jedes 
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Glied der Summe (1) betrachtet man als die Arbeit der eat- 
Bprechenden Kraftcomponente, so dass man also das geome- 
trische Producta cob(^,8).s = Fs als die Arbeit der Kraft F 
ansieht. Hieraus ei^iebt sich als allgemeine Definition der 
Arbeit einer constanten Kraft bezüglich einer beliebigen gerad- 
linigen Strecke, welche der Angriffspunkt der Kraft durch- 
läuft, wenn die letztere zugleich mit anderen Kräften auf 
ihn wirkt: 

Die Arbeit einer oonslantea Kraß heeüglich einer gerad- 
linigen Wegstrecke ist das geometrische Prodtict dieser beiden 
Grössen. 

Die Arbeit ist gleich Null, wenn die Kraft senkrecht zu 
dem Wege gerichtet ist; sie wird negativ, wenn die Kraft mit 
dem Wege einen Winkel bildet, der grösser ist als 90**. 

55. Diese Definition der Arbeit erstreckt sich auch auf 
variable Kräfte bezüglich unendlich kleiner Wegstrecken. Es 
sei F der Werth einer variablen Kraft zur Zeit t und e der 
unendlich kleine Elementarweg, den der Angriffspunkt in dem 
nächstfolgenden unendlich kleinen Zeitelement i durchläuft und 
der durch die Geschwindigkeit oder eine der Beschleunigungen 
bestimmt ist; dann nennt man das geometrische Product Fs 
die Elementar arbeit der Kraft F bezüglich der Verschiebung s. 

Ist s der geradlinige Weg, den der Angriffspunkt einer 
einzeln oder gleichzeitig mit anderen Kräften wirkenden Kraft 
F durchläuft, und sind v, v,, v,, . . . die zur Zeit t erlangte 
Geschwindigkeit und die Beschleunigungen, sn nimmt man ftii 
E die Strecke vz in der Richtung der Geschwindigkeit v, wenn 
diese nicht gleich Nnll ist. Ist aber v ^' und ist «, die 
erste nicht verschwindende Beschleunigung, so hat man für e die 
unendlich kleine Strecke («+ 1)"*"' Ordnung TTäTsTTTT^Xii ^n '*"''"" 
zu wählen, die auf der Richtung der Beschleunigung v„ der 
n*™ Ordnung aufzutragen ist. 

Wenn v nicht gleich Null ist, so hat man e = vt = ds, 
und die Elementararbeit ist durch das Product 

Fds =-Fi.dt 
angedrückt, ist also eine gewisse Differentialfonetion der Zeit 

Das von bis i genommene Integral dieser Function 
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JFv ■ dt (2) 

heisst die Arbeit der Kraft F zur Zeit ( oder die Arbeit der 
Kraft bezüglich der Wegatreeke S'^Jvdt. 



56. Die Elemenka-arbeit em^ Kraß, die ein Potential hat, 
ist gleich dem Differentiale des Fot^tÜals nach der Verschiebung. 

lat 9 das Potential der Kraft F, ao iat^ = F cos {^F, ds) 
die Derivirte des Potentials ip nach der Verschiebang ds; 

folglich ist 

d^ = F cos {F, ds) ■ ds =• Fds 
die Elementararbeit der Kraft F bezüglich der Verschiebung ds. 

Bezeichnet ip^ den Anfangswerth des Potentials, d. h, sei- 
nen Werth für s ^ 0, so hat man für die Arbeit der Kraft F 
bezüglich der Wegstrecke s den Ausdruck: 

<f> — (pa=fFds, 

ä. h. die Arbeit eiwer Kraft, die ein Potential hat, ist gleich dem 
Incremente, welches das Potential der Kraft beim Ud)ergange von 
dem Anfangswerth im demjenigen Werthe erhält, der dem End- 
parüite des von dem Angriff^unkte der Kraft durchlaufenen 
Weges entspricht. 

Durch den Anfangspunkt des W^es s geht eine Niveau- 
fläche (^o) und durch den Endpunkt eine andere (ip) hindurch. 
Vertauscht man den Weg s mit einem anderen s', der gleich- 
falls auf der Fläche (tp^ beginnt und auf (tp) endigt, aber 
auf irgend einer anderen Trajectorie des Angriffspunktes der 
Kraft liegt, so erhält man dieselbe Grösse 

tp — <p„ =jFds 

für die Arbeit. Die Arbeit einer Kraft, die ein Potentiai hat, 
hängt loeder van der Art der Trajectorie des Angriffspunktes der 
Kraft ab, noch von dem Orte des Anfangs- und Endpunktes des 
durchlaufenen Weges auf den Niveauflächen, ewischea denen die- 
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Ist die an einem Punkte M angreifende Kraft F die An- 
ziehungskraft, welche eine homogene Kugel von der Masse m 
nach dem Newton'schen Gesetz ausübt, d. b. ist sie dem 
Quadrate des Abstandes umgekehrt proportional, so ist 91 = — , 
wenn r den Abstand des Punktes M vom Mittelpunkte der 
Eugel bedeutet Folglich ist 



"(")= 



der Ausdruck filr die Elemeutararbeit, während 

CFds= — — —, 



P 



worin r^ der Anfangswerth von r ist, die endliche Arbeit der 
Kraft F ist für eine beliebige Bewegung des Punktes M beim 
ITebeipinge von irgend einem Punkte der Oberääcfae der mit 
m concentrischen Kugel vom Badius r^ nach ii^end einem 
Purukte der concentrischen Kugelfläche vom Radius r. 

Die Wirkung jeder Kraft F kann man als eine Anziehnng 
ihres Angriffspunktes M nach einem gewissen festen Punkte 
hin ansehen, der auf der Eichtungslinie der Kraft nach der 
Seite hin liegt, wohin dieselbe gerichtet ist. Bezeichnet man 
den Abstand OM mit r und betrachtet diese Grosse als va- 
riabel, F aber als constant, so kann man für einen Augen- 
blick den Ausdruck — Fr als das Potential der Kraft F an- 
sehen; denn diese Kraft ist nach Grösse und Richtung gleich 
dem Differentialparameter jener Function im Funkte M. 

Die Elementararbeit Fds ist dann durch das Differential 
— Fdr ausgedrückt Dieses Differential, mit entgegengesetz- 
tem Zeichen genommen, d. h. die Grösse Fdr, hat Lagrange 
das Moment der Kraft genannt.*) Hierbei ist — dr die Pro- 
jection der imendlich kleinen Verschiebung £ des Angriffs- 
punktes der Kraft F auf ihre Richtung. 

Sind die Geschwindigkeit v und die Beschleimigmigen 
o,, «ä, . . . r, -1 gleich Null und nimmt man (wie schon oben 

*) Möcaniqne analytique, l"" partie, article 2. — Galilei nannte 
Moment einer Kraft da« Product tat» der Ktaft in die Geschwindigkeit 
ihres AngnifepunkteB nach der Biohtnng dei KraEt 
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erwälmt wnrde) für s den Elementanreg t-t p ^ «i.t*^S 

wo T unendlich klein ist, so ist die Elementararbeit eine un- 
endlich kleine Grösse (n + l)"*" Ordnung, nämlich: 

Eai, die Exaft F ein Potential, so ist 

(s. Kinematik § 112) und folglich wird: 

Bei den Problemen der Statik kann man sich auf die 
Untersuchung der Elementararbeiten beschränken, die wir 
weiterhin der Einfachheit halber kurz die Arbeiten der Kräfte 
nennen wollen. 

67. Ist 

f = j\ + j;h — , 

ao hat man nach der Kegel für die geometrische Multiplication 

Fi = Frs + Fre-\ , 

d. h. die Arbeit der Jtestdtante ist glekh der Summe der Arbeiten 
aller Componmten. 

Ist £ = £,-}-*» + ■■■> BO wird 

fT= J^ + Fi^H , 

A. b. die Arbeit einer Kraft begügliek einer eusammengeseteten 
TerscÄwfrwnjT ist gleich der Summe ihrer Arbeiten bezüglich der 
Comjoonenten der Verschi^>ung. 

Gesetzt z. B., ea seien X, Y, Z die Gompouenteu der 
Kraft F nach den BichtuDgen dreier Äxen Ox, Oy, Os; man 
hat dann nach dem ersten Satze: 

J7=Xl+ Te + ZF. 

Sind X, y, e die Coordinaten des Angriffspunktes der Kraft 

F bezüglich der Aien Ox, Oy, Oe und nimmt man für e 

eine Verschiebung erster Ordnung, so ist 

i = dx -\' dy -{- de. 
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Ft = Xdx + rdy + Zds 
+ (Yde + Zdy) cos (yg) + {Zdx + Xd^) cos (xs) 
+ (Xdy + r^ia:) cos (xy). 
Im Falle rechtwinkliger Coordiaaten reducirt sich dieser 
Ausdrack auf 

We = Xdx + Ydy + Zde. 
Nehmen wir femer an, der Funkt M werde von einer 
Maase f» derart angesogen, dass die Kraft der Anziehung durch 
ein Element dm gleich f(r)dm = — ^■ % --- dm ist, wo r den Ab- 
stand dieses Elements ¥om Funkte M bezeichnet. Ist dann 
£ von der ersten Ordnung und ist Sr die Frojection von e auf 
r, so ergiebt sich für die Arbeit der Anziehung durch ein 
Massenelement der Ausdmck: 

— f(r)dmSr = SF(r) . dm. 
Das über die ganze Masse m ausgedehnte Integral dieses Aus- 
drucks 

fSF(r) . dm 
repräsentirt dann die Arbeit der Resultante aller Elementar- 
attractionen. Das Differentialzeicben d kann man vor das 
Integralzeichen setzen, so dass man erhält: 

SfF(r)dm. 
Hierin ist fF{r)dm das Fotential der Resultante. 

58, Es sei F,'F,W,... ein System von Kräften, die 
an den Funkten m, m', m" , . . . angreifen, und b, s , b , - . • 
die unendlich kleinen, gleichzeitigen Verschiebungen dieser 
Punkte. Die Summe der Arbeiten aller Kräfte bezüglich der 
Verschiebungen ihrer Ai^riffspunkte, d. h. die Grösse 

Fi + FW-\- FV' H , *^^^ 

heisst die loüile Arbeit des Kräftesystems. 

Sind die Kräfte F, F, F^ . . . die Differentialparametet 
erster Ordnung einer Function <p in den Punkten m, w* « *** ' " * * 
(s. Kinematik § 115) und 7, 7, V, ... die Verschiebungen 
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mit den GeBchwindigkeiteu v, v, v", ... in der unendlich 
kleinen Zeit dt, so ist: 

dy = SFv . dt = EWe. 
Die Function tp heisst das Potential des Eräftesjstems F, F", 
F", . . . Die Formel zeigt, dass, wenn ein Kräftesystem ein 
Potential hat, die totale Arbeit der Kräfte bezüglich der unendlkh 
Hainen DifferentAal/oerschi^tangen erster Ordnung gleich dem Diffe- 
rentiale des Potentials ist. 

Für unendlich kleine Slementarverschiebungen (n + l)**" 
Ordnnng, die nur von den Beschleunigungen n"' Ordnung ab- 
hängen, ergiebt sich, ebenso wie im Falle eines einzelnen 
Punktes: 

Es seien zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte i^'und F", die 
an zwei Punkten m und m' angreifen, längs deren Verbin- 
dungslinie gerichtet. Man hat dann: 



Fe -\- F e' = F(s - ¥'). 
Bezeichnet r den Abstand der Punkte m und m' von einander, 
wobei m' der Anfangspunkt sei, so eipebt sich für den Fall 
unendlich kleiner Verschiebungen erster Ordnnng 

t — «' ^ dr, 
also 

E coB (er) — e' cos (sV) ■= dr 
und 

PÜ + FV = + Fdr, (4) 

wo das Zeichen + zu wählen ist, wenn die EHlfte F und F' 
den Abstand r zu vei^Össem, und das Zeichen — , wenn sie 
ihn zu verkleinern streben. 

Für den Fall unendlich kleiner Verschiebungen (« + l)"" 
Ordnung erhält man: 

J> + JV° + !.,..'[„ + !) '''<-■'■■ (6) 

Es sei ein System von materiellen Punkten m, m', m", . . . 

gegeben, die sich nach dem Gesetze der Gleichheit von Action 
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und Beactiön anziehen und abstossen. Bezeiclinet man mit 
(mm') die Grosse der Kraft, mit welcher zwei Punfete m und 
m' auf einander einwirken, und mit r den Abstand dieser 
Punkte von einander, so kann man nach Formel (5) die totale 
Arbeit aller Kräfte der g^^nseitigen Einwirkung der Punkte 
auf einander durch die folgende Summe darstellen 

die über alle, paarweis zu combinirende Punkte auszudehnen ist. 
Sind alle Kräfte (mm") nur Functionen der Abstände und 
sind sie den Massen proportional, d. h. haben sie die Form 
mm'fif), so lässt sieh, wenn man fif) ^ ■ ' . ■ setzt, die 
totale Arbeit (6) in folgender Form darstellen: 

t . F(T) .r+^f 

dr "1.2. ..(«+!)' 
Da die Geschwindigkeiten und die Beschleunigungen bis zut 
(w — 1^"«" Ordnung bei den Verschiebungen s, e', s", . . . gleich 
Null sind, 80 ist 

dr'~0, ^r = 0, ... d'^r = 0, 



2? + « 



1 ^^W = d«+' . F(r) ; 



d . FJT) 
dr 
dadurch nimmt die Formel (6) die folgende Gestalt an: 

1.2...'(n + l) '^'^'-^±'°"''-^<^^- "' 

Hierin stellt die Summe £ + mm'F(r) das Potential für alle 
Kräfte der gegenseitigen Einwirkung der Pnnkte m, m', 
m", . . . dar. 

Sind die Verschiebungen s, e', e", . . . erster Ordnung, so 
ist die totale Arbeit aller dieser Kräfte durch das totale Diffe- 
rential erster Ordnung 

d. 2 4: »tm'F(r) 
ausgedrückt. 

69. Wenn die Punkte m, m', m", . . . solche Verschie- 
bungen erleiden, dass ihre gegenseitigen Abstünde sich nicht 
ändern, so ist für alle Punktpaare d^^r ^^ 0; daher ist auch 
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der Ausdruck (6) gleich Null. Mithin *s( die totale Arbeit der 
Kräfte der gegenseitigen Einwirkung der Funkte eines materieUen 
Punktsystems auf einander nach dem Gesetze der Gleichheit von 
Action und Beaction gleich Null, wenn die Yerschiebangen keine 
Aenderung der Abstände der Purste von einander zur Folge haben. 
In § 155 der Kinematik haben wir gesehen, dass jede 
Bewegung eines Punktsystems, bei der sich die Abstände 
zwischen irgend zwei Punkten nicht ändern, sich zerlegen lässt 
in eine Translation, für welche die Geschwindigkeiten und Be- 
schleunigungen gleich denen eines beliebigen Punktes sind, 
und in «eine Rotation um diesen Punkt. Wenn also die Yer- 
schiebungen £, t', e", . . . die Abstände der Punkte m, m', 
m", . . . von einander nicht ändern, so lassen sie sich zerlegen 
in Translationsverschiebungen, die der Verschiebung eines 
Punktes geometrisch gleich sind, und in Rotationsverschie- 
bungen um diesen Punkt 0; d. h. man kann setzen 



fi = « + ,3, t' = a + ß', £" = « + /)",..., 

wo a die Verschiebung des Punktes und ß, ß', ß", ... die 
Rotationsrerschiebungen der Punkte m, m', m", . . . um den 
Punkt sind. 

Sind alle diese Verschiebungen von der ersten Ordnung, 
so kann man setzen: 

a = UT, ß = WT, ß' = w't, . . . , 
wo u die Geschwindigkeit des Punktes und w, w', ... die 
Rotationsgeschwindigkeiten der Punkte m, m , m", ... um 
sind. Für diese Geschwindigkeiten giebt es eine Momentan- 
axe und eine Winkelgeschwindigkeit a, die in bekannter Weise 
auf dieser Axe aufgetragen wird. Das Product a = tot ist 
dann die unendlich kleine Winkelverschiebung, vermittelst deren 
die Verschiebungen ß, ß', ß", . . . erzeugt werden können. 

Im Allgemeinen hat man, wenn die Verschiebungen un- 
endlich klein von der (» -f- l)'"" Ordnung sind,, 

J' = ^r-i. -V— r-^ Wnf^^, ..., 
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wo Un die Bescbleimigung m*" Ordnung bei der Bewegung des 
Punktes ist, währeDd w^, w'„, . , . die Rotationabeschlen- 
cigungen derselben Ordnung um sind. Da die (resehwindig- 
keit und alle Bescbleunigungen niederer Ordnung gleich Null 
sind fSr % ^0, so müssen die Beschleunigungen Wn, w'n, ■ ■ • 
eine Momentanaxe mit einer gewissen Winkelbeschleunigung 
o, haben, welche diejenige Winkelverschiebung 



"-i.a.-.ts + i)" 

bestimmt, die im Stande ist, alle VerBchiebungen ß, ß', ... 
hervorzubringen. > 

Da Fe = Fa + Fß ist, so zerlegt sich die Arbeit jeder 
Kraft in die Arbeit bezüglich der Translationsverschiebui^ « 
und in die Arbeit bezüglich der Kotatioasverschiebung ß. Das 
erste Glied ist gleich der Arbeit einer der Kraft F geometrisch 
gleichen, am Punkt angreifenden Kraft OM. In dem zweiten 
Gliede Fß = ß.Fcoa (F, ß) drückt der Factor ß die Fläche 
eines Parallelogramms aus, dessen eine Seite die auf der Mo- 
mentanaxe aufgetr^ene Winkelverschiebnng ff, dessen andere 
Seite der nach dem Angriffspunkt« der Kraft F gezt^ene 
Radiusvector Om ist; der zweite Factor Fcoh {F,ß) ist das 
vom Endpunkte der Kraft F auf die Ebene jenes Parallelo- 
gramms gefüllte Perpendikel, das mit -(- zu nehmen ist, wenn 
der Winkel {F, ß) spitz, und mit — , wenn er stumpf ist. 
Daher repräsentirt die Arbeit Fß das mit entsprechendem 
Yorzeichen versehe ue Volumen des Parallelepipedons, welches 
ff, Om und OM zu an einander stossenden Kanten hat Das 
Yorzeichen bestimmt sich nach folgender B«gel: wenn ein 
nach dem Punkte m hinschauender Beobachter ff*) die Kraft 
F nach rechts gerichtet sieht, so hat man -j-, wenn er sie 
nach links gerichtet sieht, — zu nehmen. 

Dieses Yolumen kann man auch anders darstellen, indem 

•) Wenn wir die Strecke durch einen Beobachter ersetzt denken, 
80 setaen vir immer TOrans, data derselbe sich an diese Strecke anlehnt 
ond seine Füsse im Anfangspunkte, aein Eopf im Endpunkte der Strecke 
sich befinden. 
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man als Basis das fiber Om and OM als Seiten coustrniiie 
Parallelogramm wählt und als Höhe das Perpendikel vom End- 
punkte der Kante e auf die Ebeoe jenes Parallelc^pranuns. 
Denken wir uns eine Rotation, bei der die Winkelgeschwindig- 
keit durch die Kraft f dargestellt ist, während die Greschwindig- 
keit k des Punktes gleich dem Flächeninhalte des erwähnten 
Parallelogramms ist. Dann ist das Tom Endpunkte ron O auf 
die Ebene des Parallelogramms gefällte Perpendikel die Pro- 
jection von e auf die Geschwindigkeit k, d. h. gleich o cos (0, K), 
mit + odöJ" — 2" nehmen, je nachdem fBr einen nach dem 
Punkte hinschauenden Beobachter F nach rechts oder nach 
links hin gerichtet ist 

Kach derselben Seite, nach welcher die Kraft F für einen 
auf m hinschauenden Beobachter ff gerichtet ist, ist auch a 
für einen auf blickenden Beobachter F gerichtet; daher sind 
die Winkel (tf, k) imd (F, ß) gleichzeitig spitz oder stumpf. 
Man hat folglich: 

Fß = ka cos {e,k). (8) 

In diesem Ausdrucke für die Arbeit einer Kraft bezüglich 
der Rotationsrerschiebung ist der eine Factor die Winkel- 
verschiebnng a und folglich unabhängig von der Kraft. Der 
andere Factor k ist abhängig von der Grösse der Kraft F, von 
ihrer Bichtni^ und von der Lage ihrer Richtuugslinie im 
Baume; von der Winkelverschiebung a d^egeu ist er nicht 
abhängig; auch ist er von dem Orte des AngrifTspunktes der 
Kraft F auf ihrer Ritfhtungslinie unabhängig, da sich ja die 
Hotationsgeschwindigkeit k nicht ändert, wenn man statt der 
Winkelgeschwindigkeit F eine andere, ihr geometrisch gleiche 
und längs derselben Geraden gerichtete wählt. Die Strecke 
k, welche die BotationsgeBchwindigkeit des Punktes bei einer 
Winkelgeschwindigkeit, die durch die Kraft F dargestellt ist, 
repi^entirt, nennt man das Botationsmoment der Kraft F für 
als Urspmt^.*) 

*) Hau aextab aie aoch doa itatische und da« lituare Moment (vergl. 
Kmematik, S. 301). 
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Das Rotatiouamoment lässt sich foigendermassen rein 
geometriBch definiren: Das Bo^itionsmoment mwr Kraft F m 
Bemg auf emm Punkt als Ursprung ist eine Strecke, deren 
Länge gleich der Flächemahl de^enigen Parallelogramms ist, 
welches zur Basis die Kraß F und sur Höhe das vom Ursprung 
coif die Kraft geßllte PerpendQcel hat; man denkt sich jene 
Strecke im Punkte senkrecht mr Ebene des Parallelogramms 
nach rechts für einen tiach hinschauenden Beobachter F auf- 
getragen. 

Die' der Kraft F geometrisch gleiche Strecke OM und 
das RotatioiismoDient der Kraft für als Ursprung kann man 
vom rein geometrischen Gesichtspunkte aus als zwei Äi^u- 
mente betrachten, die zur Kenntniss der drei Bestimmnngs- 
stOcke der Strecke F genügen, nämlich 1) der Lage der Rich- 
tungslinie dieser Strecke, 2) ihrer Grösse und 3) ihres Sinnes 
(vergl. Kinematik § 180, S. 380). 

Das Argument OM werden wir den Yector der Kraß F 
ßr als Ursprung nennen. Zur kürzeren Bezeichnung der 
beiden Argumente vollen wir schreiben: 

OM^ VF, k'=MF. 

Zwischen beiden Argumenten besteht die Gleichung 



MF.rF=0, 

die ausdruckt, dass dieselben auf einander senkrecht stehen. 
Nach Formel (8) hat man: 

Fß = MF.«. (9) 

In dem speciellen Falle, wenn die Winkelverschiebung a und 
das Moment MF längs derselben Geraden und im selben Sinne 
gerichtet sind, reducirt sich dieser Ausdruck auf das alge- 
braische Product MF . e; dann ist die Rotations arbeit dem 
Rotationsmomente proportional, und man kann das Moment 
der Kraft ah Maass ihrer Rotationsarbeit ansehen. 

Fällt man Tom Punkte auf die Richtungslinie der Kraft 
F eine Senkrechte OD und ersetzt F durch eine ihr geo- 
metrisch gleiche, im Funkte D angreifende Kraft, so kann 
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man OD als Arm eines Hebels betrachten, an dessen Snde 
eine zu ihm senkrechte Kraft wirkt; daher nennt man OD 
den Arm der Kraft F. 

Die Grösse der Rotationsarheit (9) ist, wie wir oben ge- 
sehen haben, dem Zahlenwerthe nach gleich dem Volumen 
eines Parallelepipedoue, dessen drei zusammenstossende Kanten 
der Vector VF, der Abstand Om des Punktes von dem An- 
griffspunkte der Kraft und die Winkelverschiebang a sind. 
Dieses Volumen ist das sechsfache des Volumens eines Tetra- 
eders, welches die Kraft F und die Winkelverschiebung a zu 
gegenüberliegenden Kanten hat. Bezeichnet man (wie in § 148, 
S. 316 der Kinematik) dieses Tetraedervolumen durch {F, a), 
so wird 

6.MF'^Q{F,e). (10) 

In dem erwähnten Farallelepipedon kann man das über a und 
VF construirte Parallelogramm als Basis und den kürzesten 
Abstand zwischen der Kraft F und der Winkelverschiebung o 
als Höhe wählen. Bezeichnet man diesen kürzesten Abstand 
mit S, so ist 

6. MF = Fa sin {F, a) . S, (11) 

wobei man für (F, tf) den Winkel, welcher kleiner als 180'' 
ist, zu wählen hat, wenn die Kraft F für den Beobachter a 
nach rechts, den grösseren Winkel aber, wenn sie nach links 
gerichtet erscheint. ' 

Der Factor sin {F, e) . d in dem Ausdrucke (11) hangt 
nur von der relativen Lage der Richtungslinien von F und 
ab und ist gleich dem Zahlenwerthe des sechsfachen Volumens 
eines Tetraeders, das zu gegenüberliegenden Kanten zwei der 
Einheit gleiche und auf den Richtungslinien von F und a auf- 
getragene Strecken hat 

Eine solche Grösse nennt man das relative Moment der 
Bichtungslinien der Stecken F und a. Wir werden dasselbe mit 
( 1 oder [pj bezeichnen. Hiermit nimmt die Formel (11) die 
folgende Gestalt an: 
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MF.a = Fe[^. (12) 

Es sei Doch bemerkt, dass F sin (F, c) die Projection der 
Kraft F auf eine zu a senkrechte Ebene ist und dass die 
Grösse 

MF cos {MF, a)^F sin {F, o)Ö = f[^) 

das Moment der durch diese Projection dargestellten Kraft 
ist bezüglich des Schnittpunktes der Projectionsebene mit der 
Ricbtungslinie von a; zugleich drückt dieselbe die Projection 
des Rotation smomeiits MF auf diese Gerade aus. Die Pro- 
jection des Botationsmoments einer Kraft auf eine beliebige 
Axe nennt man das Moment der Kraft beeüglich dieser Axe. 

Auf Grund der Formel (9) für die Arbeit einer Kraft 
bezüglich einer Rotationversdiiebung lässt sich die Arbeit der 
Kraft bezüglich einer Verschiebung £ ausdrucken, die aus einer 
TranstationsTerschiebung a und einer Kotationsverschiebung ß 
zusammengesetzt ist, und zwar durch die Formel: 

F^ = VVF-\-äMF. (13) 

Ist das System der totalen Verschiebungen b, (', t", . . . 
ein rotatorisches um eine nicht durch den Ursprung der 
Ai^umente - VF und MF gehende Axe mit einer Winkelver- 
schiebung' ff, deren Ursprung in 0' liegt, so lässt sich dieses 
System zerlegen in ein translatorisches, dessen gemeinsame 
Verschiebung a geometrisch gleich der RotationsTerschiebung 
des Punktes um den Punkt 0' mit der Winkelgeschwindig- 
keit o ist, und in ein rotatorisches um mit einer Winkel- 
rerschiebnng, die geometrisch gleich a ist. 

Diese letztere Winkelverschiebung kann man mit Va be- 
zeichnen, die TranslationsTerschiebung aber mit Mß; so dass 
die Formel (13) übergeht in: 



FB~M0.rF-\- Ve. MF. 
Bezeichnet man andererseits das Moment der Kraft F bezüg- 
lich des Urspmi^s 0' mit MF, so ist Fe = • MF; folg- 
lich wird: 

Somaff, Haohuili. It 18 
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a . WF=M<s .VF+Va. MF. (14) 

Dividirt man dicB durch Fe, so ergiebt sich die folgende be- 
merkensweithe Wechselbeziehung zwischen den Momenten 
zweier Strecken F und a bezBghch der beiden durch den Ur- 
sprung zu ihren Richtungälinien gezogenen Parallelen: 

Liegen F and in einer Ebene, so wird 

und umgekehrt, wenn diese beiden Gleichungen bestehen, so 
liegen F and a in einer Ebene. Diese Bedingung dafflr, dass 
zwei Gerade in einer Ebene liegen, lässt sich auch durch jede 
der beiden folgenden Gleichungen ausdrücken: 



Ma.VF-\-Va.MF= 0, (16) 

{vf) + {1)='^- (!') 

Es sei noch bemerkt, dass das Moment MF, als Rotations- 
Geschwindigkeit des Punktes bei der Winkelgeschwindigkeit 
F, sich zusammensetzt aus dem Momente M' F, der Rotations- 
geschwindigkeit des Punktes 0' bei derselben Winkelgeschwin- 
digkeit F nnd aus M{y'F), welches die Geschwindigkeit des 
Punktes bei der Winkelgeschwindigkeit T'F ist Daher 
hat man: 

MF = WF -\- MiVF), 
oder 

WF= MF— M{rF). (18) 

Diese Formel kann zur Verlegung des Ursprunges der Vecto- 
ren und Jlomente einer Kraft dienen. 

Man erhält die totale Arbeit eines gegebenen Systems 
von Kräften F, F", F", ... die an den Punkten m, m, m", ... 
angreifen, in Bezug auf die Verschiebungen e, e', t", , . ., die 
die Abstände der Punkte von einander nicht ändern, wenn 
man die Formel (13) auf jede einzelne Kraft anwendet und 
die Resultate summirt. Es ei^iebt sich so 
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2:Fe = a^W^-^ a£MF, (19) 

wo i:VF die geometriaehe Summe der Veetoren aller Kräfte 
im Ursprung nnd SMF die der Momente aller Kräfte 
fiir denselben Ursprung ist. Die erste Summe ist die Resul- 
tante der gegebenen, geometrisch nach dem Punkte ver- 
legten Kräfte; wir nennen sie den Sauptvector. Die zweite 
Summe heisse das MauptrotaHonsmotnent oder kurz das Haupt- 
moment. Bezeichnet man die erstere Grösse mit li, die an- 
dere mit K, so läsat sich die Formel (19) folgendermassen 
schreiben : 

2; j7 = iTß + 7k. (20) 

Somit läast sich die totale Arbeit eines Kräftesystems in Be- 
zug auf Verschiebungen, die die Abstände der Angriffspunkte 
der Kräft« von einander nicht ändern, durch die vier Grössen 
B, K, a, ff ausdrücken. Die beiden ersten sind nur von 
den Kräften und von der Lage des Ursprungs abhängig, 
die beiden letzten von dem Systeme der Verschiebungen. 

Zwei enl^egengesetzt gleiche Kräfte, mögen sie nun in 
dieselbe Gerade fallen oder nicht, haben entgegengesetzt gleiche 
Veetoren, die sich also in der Summe B = UVF aufheben. 
Zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte, deren Richtungslinien 
zusammenfallen, haben überdies entgegengesetzt gleiche Ro- 
tatiousmomente, die in der Summe K^ E MF sich aufheben. 
In dem Ausdruck (20) der totalen Arbeit verschwindet also 
die Arbeit der Kräfte erster Art bezüglich der Translations- 
verschiebung ; die Arbeit der Kräfte zweiter Art aber ver- 
schwindet ganz. 

Man hat daher den Satz; Der Hauptvector, das Savpt- 
moment und die totale Arbeit aller Kräfte in Besitg auf Ver- 
schi^mngen, die die Abstände der Angriffspunkte der Kräfte von 
'dnander niekt ändern, sind unabhängig von den, inneren Kräften, 
die dem dritt&t Newton'schen Gesetze, d. h. dem Gesetze der 
GleichhHt von Achon und BeacHon unterworfen sind. Diese 
Grössen Mmmt ntw von äusseren oder von solchen inneren Kräf- 
ten abhängen, die jenem Gesetze nicht unterworfen sind. 
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Wenn die gegebenen Kräfte F, F", ... an einem nnd 
demselben Punkte m angreifen, so baben sie eine BesultAnt« 
P = ZF, und die totale Arbeit EFb bezüglicb einer Ver- 
scbiebung b des gemeinsamen Angriffspunktes ftt ist, wie oben 
bewiesen, gleicb der Arbeit der Resultante, d. h. gleich ff; 
dabei ist R'= P für jeden ürapnmg 0. Wendet man die 
Gleichung 

'£Ff=~F^ 
auf eine Botationsverschiebung um mit der Winkelverachie- 
bui^ an, so ergiebt sich: 

e£MF=6MP. 
Soll diese Gleichung fBr jedes bestehen, so muss 

SMF^MP 
sein, d, h. es muss das Hauptmoment K gleich dem Momente 
der Resultante P sein. 

Dies geht auch daraus herror, dass die Rotationsgeschwin- 
digkeiten MF, MF", MF", ... des Punktes mit den Win- 
kelgeschwindigkeiten F, F', F", . . . sich zu einer einzigen 
Rotationsgeschwindigkeit vonderWinkelgeschwiudigkeitP>=£f 



60. Wenn sich ein System von materiellen Punkten 
m, m', m", . . . infolge der Einwirkung äusserer und innerer 
Klüfte bewegt und zur Zeit t die Beschleunigungen erster 
Ordnung «,, v't, vi', . . . hat, so sind mvi, mv'i, mv'i , , . die 
Klüfte, welche jene Beschleunigungen hervorbringen und man 
nennt sie daher hetc^ende Kräfte. Jede bewegende Kraft ist 
die geometrische Summe aller auf ihren Angriffspunkt wir- 
kenden, inneren und äusseren Kräfte. 

Bezeichnet man allgemein mit (»»"'%<'') die Kraft, mit wel- 
cher der Punkt n»'«' auf m'*'' einwirkt, nnd mit F, W, W', . . . 
die äusseren Kräfte, so hat man: 

mvi -^ F-\- (mm') + (mm") ■{-■■•, 

^7^ = F' + (mm) + (^TW^) + . . . , (21) 
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daher ist; 

(F»i»7) — VF+ F(Sm') + r^mm") + ■ ■ 
F^Vi) — VF + niiTm) + Fö?^) + ■ 







m) + Ml^m- 




ilf(»>»,) 


— MF+ M(mm 
,-Mr + M(m' 


") + ■••, 



hieraus folgt: 

R = Sfimvi) = 2JF,K= ZM(mv,) = 2:MF. 

Diese Formeln zeigen, daae aUe bewegenden Kräfte mv^ , m' v'i, . . . 
denselben Hawptvector -und dasselbe Hauptmoment Julien, me das 
System aller sie bildenden Kräfte; d(d)ei verschwinden in der 
geometristäten Summe die Vedoren und Mommte aller inneren 
Kräfte. 

Multiplicirt man die Eräfte (31) geometrisch mit belie- 
bigen VerschiebuDgen c, e', c", ... ihrer Angriffspunkte und 
summirt die Producte, so erhält man die totale Arbeit der 
bewegenden Kräfte 

Smv^ • t = jfFe -f-'i'[ (»»»>')* + m'm)e'], (22) 

wo das zweite Summenzeichen 2^ rechts bedeutet, dass alle 
möglichen Punktpaare zu bilden sind. FUt Yerschiebungen 
e, e', e", ... , die die Abstände der Funkte nicht ändern, ist 
diese Summe nach dem Obigen gleich Null; folglich ist dann 
Zmv, ■ s = £Fb = ^R + 7k, (23) 

wo tt eine beliebige TranfilationarerBchiebung und a eine be- 
liebige WinkelTerschiebung bedeutet. 

Sind alle auf das Punktsystem m, m', m", . . . wirkenden 
Kräfte im Gleichgewicht, so sind die Kräfte mv^, mv'i, . . . 
gleich Null; daher ei^ebt sieb aas Gleichung (22) 

2:Fi + 2:[{mm')8 + {m'my} = (24) 

fflr ii^end welche Verschiebungen t, e', *", , ■ . . Umgekehrt^ 
wenn die Gleichung (24) für beliebige Verschiebungen £, e', e , ... 
besteht, so ist 
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Zmvj ■ £ = 
für beliebige e, e', e", . .., wozu erforderlieh ist, dasB m«, ^0, 
mv'i = 0, ■ ■ ■ . 

Für das Gleichgewicht der äusseren und inneren Kräfte, die 
auf ein heliebiges Punktsystem wirh^i, ist also nofhioendig und 
hinreidiend, dass die totale Arbeit hesüglich irgend wdcher Ver- 
schiebungen gleich Null ist 

Bei Yerscbiebungen e, e', b", ,.., die die Abstände der 
Punkte nicht äudem, giebt Gleichung (24) oder (23) 

für beliebige a und 0; hierzu ist aber erforderlich, daas B, = 
und K^O ist. 

Also ^r das Glmhgewicht der äusseren und inn&'en Kräfte 
ist nothwendig, dass der Hauptvector und das Sauptmoment 
aller Kräfte gleich NuU seien. 

Doch ist diese Bedingung für das Gleichgewicht noch 
nicht hinreichend, wenn die Abstände der Punkte sich ändern 
können; denn wenn i2 ^ und K ^ Q ist, , so folgt ans 
Gleichung (22) nur, dass die Arbeit aller bewegenden Kräfte 
gleich Null ist für Verschiebungen, die die Abstände der 
Funkte von einander nicht ändern; diese Arbeit kann jedoch 
für andere Verschiebungen von Null rerschieden sein, und 
man darf folglich noch nicht schliessen, dass mv^ ■=> 0, 
mv\ = 0, ... sei. 

61. Es lässt sich beweisen, dass die Bedingui^en i{ = 0, 
£ ^ für das Gleichgewicht der Kräfte genügend sind, wenn 
das System der Angriäspunkte m, m', m", ... ein unveränderliches 
ist, d. h. wenn es einem vollkommen starren Körper angehört. 
Solche Körper existiren zwar in der Natur nicht; doch ist es 
sehr häufig erlaubt, die äusserst kleinen Aenderungen der Ab- 
stände der Theilchen der Naturkörper zu vernachlässigen und 
diese Körper bei den meisten Untersuchungen Über das Gleich- 
gewicht der auf sie wirkenden Kräfte durch fingirte, voll- 
kommen starre Körper zu ersetzen; dann repräsentjren die 
Angriffspunkte der Kräfte ein unveränderliches System. 

Um nun zu beweisen, dass die Bedingungen R ^ und 
£! ■= für das Gleichgewicht der zugleich mit den inneren 
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Kräften auf ein unveränderliches System m, m', m", , . . wir- 
kenden Kräfte F, F', F", . . . hinreichend sind, hat man zu 
zeigen, dass die zur Zeit t in Ruhe befindlichen Punkte 
m, m', m", . . . durch die Einwirkung aller Kräfte auf sie nur 
eine derartige Bewegung erhalten können, bei der alle der 
Zeit t entsprechenden Beschleunigungen erster Ordnung 
Vi, v't, v'i, , . . gleich Null sind. 

Sind nun v,, v'i, vi, ... die Beschleunigungen erster Ord- 
nung bei der Bewegung der Punkte m, m', m", , so kann 

man för die Verschiebungen £, e', b", . . . die Elementarver- 
schiebnngen zweiter Ordnung während der Zeit x 

e ^ i i'iT*, «' = i wir*, . . . 
wählen. Da die Arbeit der inneren Kräfbe fSr diese Verschie- 
bungen gleich Null ist, so gilt hier die Gleichung (22), die 
die Gestalt annimmt 

i t'^ZmvX = '^-\-ÖK, (25) 

wo a und die Translations- und die Winkelyerschiebung 
in dem Systeme der wirklichen Verschiebungen s, s', i",...8ind. 

Aus dieser Gleichung folgt, dass, wenn R ^ und K ^0 
ist, auch Smv^ ^ wird. Hierzu ist aber erforderlich, dass 
tj, = 0, v'i = 0,--- Folglich sind alle Kräfte (20) gleich 
Null, und deshalb halten sich alle auf die einzelnen Punkte 
m, m', m", . . . wirkenden Kräfte zur Zeit't wenigstens momen- 
tan das Gleichgewicht. 

Zum Ghickgewicht alter auf ein unveränderliches Futikt- 
system wirkende Kräfte ist also notkwendig und hinreichend, 
dass der Haivptvedor und das Bauptmoment aller Kräfte gleich 
NitU sind. 

Da die Vectoren und Momente der nach dem Gesetze der 
Gleichheit von Action und ßeaction wirkenden inneren Kräfte 
in die Ausdrücke für E und K nicht eingehen, so nennt man 
gewöhnlich die Gleichungen R^O und K^O die Bedingungen 
des Gleichgewichts der äusseren Kräfte,*) 



*) Za dieseD Kr&ften hat man auch diejeDigen Krfifte wechselseitiger 
EiDwirkiiDgeii zu rechnen, die, obwohl gleich nnd eotgegengeaetzt, doch 
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Ausser dem unveränderliclien Punktsystem betrachtet mao 
in der Mechanik noch andere fingirte Punktsysteme (vergl. 
Kinematik, Cap. XIII), deren mögliche Verschiebungen durch 
Gleichungen oder Ungleichungen bedingt sind. Wir werden 
später sehen, dass für solche Systeme zu den Bedingungen 
R ^ 0, K ^=0 noch specielle Bedingungen hinzufjreten, die von 
der Art der Bedingungen für die möglichen Yerschiebungen 
abhängen. 

62. Es seien x, y, g die Coordinaten des Angriffspnnktes 
einer Kraft F in Bezug auf drei rechtwinklige Axen Ox, Oy, 
Og\ X, Y, Z die Projectionen der Kraft auf diese Axen und 
e„ Sy, £, die Projectionen der Verschiebung s des Punktes (x,y,2). 
Dieses £ gehöre zu einem Systeme von Yerschiebungen e, e', «",..., 
die die Abstände der Punkte m, m', m", . . . nicht ändern und 
die sich in eine Translationsverschiebung a und eine Botatious- 
verschiebung von der Winkelverschiebung a zerlegen lassen; 
endlich seien a^, k^, a, die Projectionen von a und p, q, r 
die von a auf die Axen Ox, Oy, Os. 

Nach den Formeln von Euler (s. Kinematik § 143, S, 
302 und 303) hat man nun: 

Daher ergiebt sich für die Elementararheit der Kraft F die 
Formel: 

J^ = Xr« + Te, + Ze, 
x-r v-r '-r \yg\^ | a a; | ^ \ x y \ 
Hierin drücken die ersten drei Glieder die Arbeit bezQglich 
der Translations Verschiebung aus, d. h. es ist 

F^ =■ Xtt^ -{- Yay + Za. , 
während die übrigen die Arbeit bezüglich der ßotationsver- 
schiebong repräsentiren, nämlich: 



nicht in dieselbe Gerade fatleu, wie z. B. die Ei^ft« der gegenseitigeD 
Wirkung eines Stromelements nud eines Magnetelementea auf einander 
nach dem Amp feie 'scheu Qesetze.' 
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dies ^sst sich auch schreiben: 

Fß = \p q r . (26) 

Diese Determinante drückt bekanntlich das Yolamen des Pa- 
rallelepipedoDS ans, das den Ursprung zu einem Eckpunkte 
hat und dessen in diesem Punkte zusammenstossende Kanten 
die Elemente der drei Zeilen der Determinante zu Projectionen 
auf die Axen Ox, Oy , Os haben; diese Kanten sind nämlich: 
1) der Vector VF, dessen Projectionen X, T, Z sind, 2) die 
Winkelverschiebung a mit den Projectionen p, q, r und 3) der 
Kadiusvector Om des Angriffspunktes der Kraft, der x, y, e 
zu Projectionen hat. Dies stimmt auch mit dem in § 59 Be- 
wiesenen überein. 

Man kann den Ausdruck (26) auch als lineare Function 
der drei Grössen p, g, r darstellen, indem man schreibt: 

^-y|f J| + «Ux|+'-Ur|- 

Die Determinanten zweiter Ordnung 



sind die Projectionen des ßotationsmomentes K ^ MF auf 
die Axen Ox, Oy, Os (s. die zweite Anmerkung auf S, 58 
der Kinematik); daher ist 

Fß='pKcoB {Ex) + qKnoE (Ky) + rÄ'cos (Kz) = e-MF, 
was wiederum mit § 59 äbereinstimmt. 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (26), so folgt: 

77WF=\ P q r\. (27) 

Hieraus ergiebt sich der folgende Ausdruck für das Volumen 
des Tetraeders, dessen gegenüberliegende Kanten F und tf sind: 

(J',ö)=i f. 9 »■ . 

\ X y e \ 
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Dividirt man die Elemente der ersten Zeile der Determinante 
(26) durch F, die der zweiten durch a, bo erhält man einen 
Ausdruck f3r das relative Moment der RicbtungsUnien von 
F und a: 

I C08 (Fx) , CM (Fj,) , coB (F^) I 

( ^ ] = coa (ax) , cos (oy) , cos {ez) . 

\ X, y, t \ 

Für eine Winkel Verschiebung o, deren Ursprung in einem Punkte 

0' (a^, y', /) ist, erhält die Rotationsarbeit der Kraft F den 

Ausdruck: 

' I X Y Z 1 IXrZI Ipgrl 



1« y t 



Hieraus folgt "Gleichung (14) 



a-M'F= V<s-MF+ VF-Me, 
die, durch F und tf dividirt, in Gleichung (15) übei^eht: 

(D =(?,)+(;.)• 

Die Bedingung dafQr, dass die ßichtungslinien von F und ff 

in eine Ebene fallen, lässt sich durch die Gleichung 

IX Y ZI 

p 9 r —0 

\ x — x y — y' 2 — «' I 
ausdrQcken. 

Die 6 Grössen 

^.r,^.\v,\.\'A\.-\ry\ W 

sind die Plücker'Behen (Stralen-) Coordinaten der Richtungs- 
linie der Kraft F;*) zwischen ihnen besteht die Gleichung 

^1^1 + ^1 JJl + ^U^I-». 

welche ausdrückt, dass der Vector VF auf dem Momente MF 

senkrecht steht (wie die Gleichung VF. MF = auf S. 271). 

Für einen anderen Ursprung 0' (x', y', e') des Vectors 



*) Plücker, Nene Geometrie des BatuneB, gegrüadet auf die Be- 
trachtniig der geraden Linie als BanmelemeDt. Leipsig, 1868. 
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and des Moments bleiben die drei ersten Coordinaten (28) 
dieselben, während die drei letzten Übergehen in 



Da 

\9-y;z-z-\\yz I I y'^' 1 

I y z I \ Yz\ \yz\' 

so ist die Projection des neuen Moments JlfTF auf die Äxe Ox 
gleich der Projection des früheren Moments MF weniger das 
Moment des neuen Veetors V'F. Soll dies für jede Ase Ox 
gelten, so mnss 

M'F==MF-M(VF) 
sein, was mit Formel (18) übereinstimmt. 
Es seien nun 

(x, y, z), {x\ y', s'}, . . .' 
die Coordinaten der Angriffspunkte der Kräfte F, F", . . .; 

(X, Y, Z), iX\ T, Z"), ... 
die Projectionen dieser Kräfte auf die Axen Ox, Oy, Oe und 
i£, K der Hauptrector und das Hauptmoment dieses Kräfte- 
Systems. Da 

B = £VF, K^SMF 
ist, 80 wird; 

-ß cos {Bx) = i:X,Ii cos (By) -^£Y, R cos (Rs) = 2Z; 

^cos(r.)-^|^/^|, - ^^g^^ 

Kcoa{Ky) = £\'^^\, ^cos (^5) = 2: | J^ |. 

Hiernach kann man mit Hilfe der Coordinaten der Angriffs- 
punkte der Kräfte und der Projectionen der Kräfte auf die 
Coordinatenaxen die Projectionen des Hanptvectors und des 
Hauptmoments auf dieselben Axen berechnen, wodurch dann 
Grösse und Richtung jedes dieser beiden Argumente des ge- 
gebenen Kräftesystems bestimmt sind. 

Da die Arbeit einer einzelnen Kraft durch die Forfnel 
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aa^edrflckt ist, so ei^ebt sich für die totale Arbeit aller 
Eräfte der Ausdruck 

zFe — a^2:X + «^^JF + a.£Z 

+ P^\'Y'z\ + l^\ix\+--^\'x'r\- (29) 

der mit dem Ansdnick (20) gleicliwertbig ist. 

Die GleicbgewichtsbedingUDgen B = und K'=0 lassen 
sich durch die Bedingungen ereetzen, dass die Projectioiien 
jedes der beiden Alimente R und K auf die Äsen Ox, Oy, Oz 
gleich Null sind, d. h. durch die 6 Gleichungen: 

2:x = o, 2;r=o, i:z=o, 

^\tz\=*^' ^\zx\=^' ^\xr\=^- 

Diese Gleichungen sind für das Gleichgewicht der Kräfte er- 
forderlich, wie das System der Angriffspunkte der Kräfte auch 
beschaffen sein mag. Sie sind hinreichend ^ das Gleich- 
gewicht von Kräften, die an einem unveränderhchen Punkt- 
system angreifen. 

Die Gleichungen (30) drücken folgende Eigenschaft der 
RichtuQgslinien der Kräfte aus. Die sechs Summen, die sich aus 
den gleichnamigen Stralencoordinaten der Bichhmgslinien aller 
Kräfte bilden lassen, sind gleich Null. 

Die Plücker'scheu Stralencoordinaten lassen sich durch 
andere, allgemeinere und homogene Coordinaten ersetzen.*) 

Wählen wir als neue geradlinige Coordinaten des Punktes 
(x, y, «) die drei linearen Functionen 

2a = a,3; + /3,j/ + j/,« + Äs,, 

2s =^ «s^^ + ßtV + n« + *s. 
wo Of, ßi, yi, Si willkürliche Constante sind, die nur der Be- 
dingung genügen, dass die Determinante 

(31) 



", A 


n 


«.ft 


y> 


<hß. 


n 



*) H&th. Aanalen, heransgegeben von A. Olebsch und C. Nen- 
mann, B. I. u. II. — Analytieche Oeometrie des RaameB von Q. Sal~ 
mon, deatBch bearbeitet von W. Fiedler, L Th-, Art. 51 (2. Aufl., 1874). 
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nicht gleich Null ist. Bezeichnen wir die Differenzen zwischen 
den entsprechenden neuen Coordinaten des Endpunktes und 
des Anfangspunktes der Kraft F mit Q,, Q^, Qg, so wird: 

Q,-«,x + ß,r+r,z, 
(i,-o:,x + ß.r+r,z. 

Die 6 Grössen 

«..«..«- IS SMäSl-lSl ('^) 

lassen sich als neue Stralencoordinaten der KiclitnDgslinie 
der Kraft F betrachten. Bildet man für jede der gegebenen 
ErSfte solche Coordinaten und summirt die gleichnam^en Coor- 
dinaten, so folgt allgemein: 

£Qi = aiSX + ßii:¥+ nSZ, 

Man sieht hieraus, dass die Gleichungen (30) durch die Trans- 
formation Qbergehen in: 

Umgekehrt müssen, da die Determinante (31) nicht gleich 
Null ist, die Gleichungen (30) bestehen, wenn die Gleichun- 
gen (33) erfOUt sind. 

Die Grössen q^, q^, q^ kSnnen ii^end welche, recht- oder 

schiefwinklige geradlinige Coordinaten in Bezug auf Axen, 

deren Ursprung ganz beliebig i|t, vorstellen. Sie können auch als 

die kürzesten Abstände des Punktes von drei gegebeneu Ebenen 

«I« + ßiV + YiH + *i = 0, 

OjiC + fty + y.Ä + ds — O, 

'h^ + ßsy + n« + ^3 = 

betrachtet werden. 

63. Auf Grund der Formel (9), S. 271 , für die Arbeit 
einer einzelnen -Kraft bezüglich einer Rotationsverschiebung 
nnd der Formel (12), S. 273, lässt sich ein Ausdruck für die 
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totale Arbeit eines KmCtesystems F, F', . . . bezüglich einer 
BotatioQS Verschiebung der Angriffspunkte mit der Winkel- 
geschwindigkeit e aufstellen, immlich 

Ka = ai:(^)F, 
wo ( 1 das relative Moment der Richtongslinien der Eraft F 

und der Winkel Verschiebung a, d. h. der Momentanaxe der Ro- 
tatioQ ist. Nach Division durch a ergiebt sich hieraus der 
folgende Ausdruck für die Projection des Hauptmomente auf 
eine beliebige durch den Ursprui^ gehende Gerade a: 

K cos {Ka) = ZF (^) . (34) 

Dk Frojection <ks HoMptmoments eines Kräßesystems auf eine 
idiebige durch den Ursprung der Momente gehende Asce ist also 
gleich der alg^aischen Summe aller Kräfte, jede rmdUpUcirt mit 
dem ent^echenden relativen Momente der liichiungslinie der Kraft 
und der Frc^ecHonsaxe, oder kürzer gleich der algebraisch&i Summe 
der Momente aUer Kräfte bemiglich der Projectionsaxe. 
Im Falle ^ = ist, hat man 

Zf(^)=0, (35) 

d. h. im FaUe des Gleidigemchts der Kräfte ist die algebraische 
Summe der Momente cHler Kräfte hesäglich mner beliebigen Äxe 
gleich NuU. 

Wendet man die Gleichung (35) auf die drei Axen Ox, Oy, Oe 
an, 80 erhält man die drei letzten der Gleichungen (30), die 
man somit schreiben kann: 

2;FO_o,zfQ-o,2;fQ_ö. 

64. Die Gleichung (35) kann in einem Falle auch er- 
füllt sein, ohne dass die £räfte im Gleichgewicht sind und 
ohne dass ihr Moment K gleich Null ist, nämlich wenn man 
für die Axe a eine zu K senkrechte Gerade wählt Alle solche 
Geraden liegen in einer Ebene, die Möbius*) die Nultebene 
genannt hat. Den Punkt dieser Ebene, der der Urspcung 
der Momente ist, nennt er den NullpuTtkt der Ebme. 



•) Lehrbuch der Statik (1887), 1. Th., § 84 (S. 146). 
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Da die Lage des Punktes im Ratune willkOrlich ist, 
so kann man durch jeden Punkt des Baumes unzählig viele Ge- 
rade hindarchlf^en, die alle die Eigenschaft haben, dass die alge- 
hraische Summe der Momente der Kräfte heziiglich jeder solchen 
Geraden gläch Null ist. ' 

Mail sieht leicht, dasa alle diese Geraden Stralen des 
Complexes [K, E] sind, der das Hauptmoment K und den 
Hanptvector B zu Parametern hat (vgl. Kinematik § 180, S. 380). 

Verlegt man nämlich den Momentenursprun^ yon nach 
0' und bezeiclinet mit M'F und K' das Moment der Kraft F 
und das Haupbuoment bezüglich des neuen Ursprungs, so hat 
man nach Formel (14): 



n.M'F^Me. FF+ Va.MF; 
folglich ist 

7£WF ^ Ma . £VF -j- V0.£MF, 

d. h. 

uK' ■= Me . R -\- Vit . K. 

Pßr eine zu K' senkrechte Gerade « ist die linke Seite 
dieser Gleichung Null, also: 

B.M0+ Va.K=0. (36) 

Diese Gleichung zwischen den Argumenten Ve und Ma der 
Geraden a stellt den Liuiencomplex [K, B] dar, dessen Para- 
meter für den Ursprung die Grösaen K und E sind. Alle 
durch einen beliebigen Punkt 0' gehenden Stralen dieses 
Complexes liegen in einer Ebene, welche die Nullebene ist. 
Der Punkt 0' ist der NuUpankt dieser Ebene. 

Bezeichnen A, S, C die Projectlonen des Hauptvectors R 
auf die Axen Ox, Oy, Oe\ L, M, N die des Hauptmoments K\ 
a, ß, y die des Vectors Fff und X, n, v die von Me, so kann 
man GieichnngjJ36) in der Form 

Äk ■\' Bn -^ Cv-{- La -{- Mß + Ny =• (i 
schreiben, die linear und homogen in Bezug auf die Q Coordi- 
naten a, ^, y, X, y., v eines beliebigen Strales des Complexes 
[K, R] ist. 

Die Gleidiang (36), die eine von dem Ursprung unab- 
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hängige Form bat, kann man als Gleichang desselben Com- 
plexes ansehen. Dividirt man sie durch 6, so ergiebt sich 
die Gleichung 

S{F,o) = 0, 
welche die folgende Eigenschaft der Stralen eines Complexes 
ausdrückt: 

Die algebraische Summe der Volumma der Tetraeder, die 
man aus jeder Kraft und einem beli^igen, auf irgend ä,nem 
Strale gewählten ^hschnitte als gegenüb^ liegenden Teiraeder- 
hinten constntiren kann, ist gleich Null. 

65. Ein und dasselbe Kräftesystem F, F', F", . . . liat 
för verschiedene Anfangspunkte auch verschiedene Hauptvecto- 
ren nnd Hauptmomente. Alle Hauptvectoren sind einander 
geometrisch gleich und unterscheiden sich nur durch die Lage 
des Anfangsptmktesi die, zwei verschiedenen Anfangspunkten 
und 0' entsprechenden Hauptmomente K, K' aber können 
nach Grösse und Richtang verschieden sein. 

Wir haben oben (S. 274 Formel (18)) gesehen, dass die 
Momente MF und M' F einer Kraft F für zwei verschiedene 
Anfangspunkte und 0' durch die Bedingung 

Wf =MF - mrW) 

verbunden sind. Wendet man diese Formel auf jede der 
Kräfte F, F', F'% ... an und bildet die geometrische Summe 
der so erhaltenen Resultate, so ergiebt sich 

^Wf = SMF — MsWf, 

wo SM'F das Hauptmoment K für den Ursprung 0', £MF 
das Hauptmoment für den Ursprung und £M{V'F)=M£VF 
das für den Punkt gebildete Moment der geometrischen 
Summe aller dem Ursprünge 0' entsprechenden Vectoren, d. h. 
das Moment des dem Ursprünge 0' entsprechenden Haupt- 
vectors E' bezüglich ist Man hat also: 

K' = K~MR'. (37) 

Femer ist aber: 

Ü' = S. 
Multiplicirt man diese beiden Gleichungen geometrisch, so folgt : 
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Da MR' aaf M senkrecht steht, so fällt das letzte Glied fort 
und es bleibt: 

WR'^KR. (38) 

Diese Gleichung s^ aus, dass das geomekische Product des 
Yectors und des ffauptmomentes von der Lage des ettm Ursprung 
dieser Argumente gewählten Funkks nicht abhängt. Daher kann 
man dieses geometrische Product die Invariante des geg^)enen 
Kräftesystems nennen. 

Die Invariante eines Kräftesyatems ist abhängig von der 
Grösse der Kräfte, von ihren Richtungen und von der relativen 
Lage ihrer Eichiurigslinien gegen &,nander. 

Diese Abhängigkeit ist durch die Formel 

RTK = SFF' (J.) (39) 

ausgedrückt, die man folgendermassen erhält. Man multipücire 
die beiden Grössen 

R ^ 2iVF, K = S'MF 
geometrisch mit einander und substitnire in das Product 

MK = S£{VF.MF' + VF' . MF] , 
in dem SS eine über alle Paare von Kräften ausgedehnte Summa- 
tion anzeigt, fOr das Binom VF. MF' + VF'. MF die ihm 
gleiche Grösse i^J"(^,) (vei^l. Formel (14), S. 274, und Formel 
(12), S. 273). 

Die Gleichung (39) zeigt, dase die Invariante des Kräfte- 
systems gleich ist der Summe der Producte aus je ewd Kräftai 
in das relative Mom^t ihrer RichtungsUnien. 

Dividirt man Gleichung (39) durch 6, so findet man: 

iBk~i:£(F,F'), 
d. h. der secJtste Thetl der Invariante ist gl^ch der algdnmschen 
Summe der Votumina aller aus je jewe» Kräften als Gegetücanien 
constrmrharen Tetraeder. 

Dividirt man die Invariante 

RK=-RK cos {RK) 
durch R, so bleibt K cos (KR), d. h. die Projection des Haupt- 
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momentes auf den Hauptvector. Diese Projection ist gleich- 
falls von dem Ursprünge der Yectoren und Momente unab- 
hängig. Die Formel (34) giebt: 



Kcoa{KR) = SF(^), 



d. h. die Pr&jection des Hauptmomentes auf den Haupfvector ist 
gleich der Summe der Momente der Kräfte heziiglick des Haupt' 
veetors, d. h. gleich der Summe der Froducte aus den Kräften 
iw die entsprechenden relativen Momente des Hauptoedws und 
der Ricktungslinien der Kräfte. 

Nach derselben Formel ist auch 

d. li. der sechste Theil der Invariante ist gleich der Sianme der 
Volumina derjenigen Tetraeder, die zw gemänsamen Kante den 
Hauptvector und zu Gegenkanten die geg^>enen Kräfte haben. 

Die Projection des Hauptmomentes auf den Hauptvector 
stellt das minimum miuimorum aller Wertbe dar, die das 
Hauptmoment fKr verschiedene Anfangspunkte annimmt; denn 
fttr jeden Ursprung 0' hat man 

+ K' cos (K'E) g K' oder + Kcob {KJt) < K' ; 

femer ist 

K' = ±Kcob{KB), 
wenn cos (K-'E) — + 1 ist. Wenn also der Hauptvector und 
das Hauptmoment in dieselbe Gerade fallen, so erhält das Haupt- 
moment seinen Minimalwerth, der gleich der JProjection eines 
heutigen Hauptmomentes auf den Hat^vector ist, oder glei^A 
dem absoluten Werthe der Invariante (-^RK), dividirt dtirch 
den Hmiptvector. 

Die Richtungslinie des kleinsten Hauptmomentes heisst die 
Centralaxe des Kräfhsystems. Sie ist zugleich die Axe des 
Linien complexes [K, R] (vergl. Kinematik § 177). 

Hat man B und K fitr einen beliebigen Ursprung be- 
stimmt, so kann man diese Aze construiren, wie in § 177 der 
Kinematik gezeigt wurde. 

Da der neue Hauptvector B' längs dieser Centralaxe ge- 
richtet sein muss, so sind die Argumente dieser Geraden för 
den Ursprung 0: 
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Vli' = R und MR'. 
Das erste dieser Argumente ist bekannt; aiicben wir nun das 
zweite zu bestimmen. Nach Formel (37) ist 

MR' =^K—K'; 
ferner ist MR' senkrecht zu dem kleinsten Hauptmomente K', 
da K' und R' in dieselbe Gerade fallen. Da aber 

K' '=±Kcos{K'R) 
istj 30 ist MR' die Frojection des Hauptmomentes K auf eine 
in der Ebene der Geraden R und K im Punkte auf R 
errichtete senkrechte Gerade; daher wird: 

MR' = K6m{KIi). 
Kennt man die Argumente VR' und MR', so bestimmt sich 
die L^e von R', d, h. der Centralaxe, in bekannter Weise 
(vergl. § ISO der Kinematik); man errichtet nämlich in eine 
Senkrechte auf der Ebene der Geraden R und K und tn^t 
auf ihr eine Strecke 

K am (EK) 

auf, so dass dieselbe für einen auf MR' hinschauenden Be- 
obachter R nach rechts gerichtet erscheint; dann legt man 
durch den Endpunkt dieser Strecke q eine Parallele zu dem 
Hauptvector R. Auf dieser Geraden hat man von einem be- 
liebigen Punkte 0' aus den Vector R' '^ R und das kleinste 
Eauptmoment 

K' = ±Kcoa{ER) 

in demselben Sinne wie R' aufzutragen, wenn cos (KR) > 
und im entgegengesetzten, wenn cob (KR) <.0 ist. Es kann 
auch der Fall eintreten, dass cos (KR) = wird, d. h, dass 
iür einen gewissen Ursprung das Hauptmoment zu dem Haupt- 
vector senkrpcht ist. Dann ist sin {KR) ^ 1 und MR' ^ K. 
Folglich sind der Hauptvector R und das Hauptmoment K die 
Ai^umente des neuen Hauptvectors R'; daher bestimmt sich 
aus ihnen nach der obigen Construction die Lage der Central- 
axe. Für jeden auf ihr gelegenen Punkt 0' ist das Haupt- 
moment K' gleich Null. 

Endlich kann der Fall if = eintreten; dann ist auch 
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ü' = und K' •= K. Wenn also die geometrische Stmtme aUer 
Kräfte gleich ^'ull ist, so ist der Hcmptvedor ßir jeden Ursprung 
gleich NuU, und das Hauptmoment ist toeder nach Grösse noch 
nach RüMung von dem Ursprünge abhängig. 

In diesem Falle kann man jede zu dem Hauptmomente K 
parallele Gerade zur Centralaxe wähleB. 

Die Gleichungen der Centralaxe ergeben sich folgen- 
dermasseu. 

Es seien |, i], § die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
dieser Geraden bezügUch der Axen Ox, Oy, Oz; bestimmen wir 
nun nach den Formeln (28 a.), S. 283, die Projectionen von B 
und K auf diese Axen; dieselben sind: 

A = i:x, b = i:y, c=sz, 



I rz\> ^=^|zxl' ^' ='^^|xrl 



L^s t'l], M = £ VL-t ; N = 



betrachten wir nun den Pnnkt (£, f}, §) als Ursprui^ 0' des 
Hanptvectors R' und bestimmen wir die Projectionen des Mo- 
ments MR' auf die Axen Ox, Oy, Oz, so finden wir: 

Subtrahirt man diese letzteren Ausdrücke resp. von L, M, N, 
so erhält man (vergl. Formel (37)) die Projectionen des klein- 
sten Hauptmoments £" auf die Axen Ox, Oy, Os: 

L-Cii-\-Bl, M~ Ä% + C%, N~Bl-\-Ä^. (40) 
Da K' und B.' in dieselbe Gerade fallen, und R' ^ B ist, so 
sind die Projectionen von K' denen von R proportional; 
folglich ist: 

L-CnA-Bt M-Ai+Cj _ N-Bi + Ai, _ , g' ,.,, 
,A ~ ~ B ~ C ~± ä" '•*V 

Diese Proportionalitaten sind die Gleichungen der GentraJaxe. 
Man kann sie auch durch die Gleichungen 

L- 

M-Al+C%^±^, (42) 

N-Bl-\-Afi=±^^ 
ersten. Ausserdem hat man zur Bestimmung des Hauptvectors 
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B^Jl'^yA'-\- B' + C 
and endlich Jen Ausdrack Blr die Invariante 
RK = AL-\-BM'^CNi 
hieraus ergiebt Bich der Ausdruck fiir das kleinste Moment: 
™ _^ _j_ äff _^ , AL + BM+CN 
■" — B "° — V^»+S>+ C 
Ist das kleinste Moment gleich Null, so ist 
AL + BM-\-CN=0, 
und die Gleichungen (42) gehen über in die folgenden: 
X — Ci) + Bg = 0, 

Jf-^£+C6 = 0, (43) 

N-Bk-\-Af,^0. 
Mau kann den Ausdruck für das kleinste Moment und 
die Gleichungen der Centralaxe erhalten, indem man nach der 
allgemeinen Regel die Minimalwerthe des Hauptmomentes be- 
stimmt. Die Grössen (40) sind nämlich die Projectionen des 
Hauptmomentes K' für einen beliehnen Ursprung 0' (|, ^, §); 
daher ist 

E'' _ (L - C, + BO' 
+ (M-At+Cl)' 
+ (N-Bi + Ä,l)'. 
Die Bedingungen eines Maximums oder Minimums für K'* 
sind nun 

?Kl^o «^_o ?i^-.o 

?| '9^ 'St ' 

d. h. 

{M ~ At + mC - {N - Bi + Af}) B = 0, 
(N— Bg -i- Aij) A ~ (L — Cv-i- Bt) C = 0, 
{L — Ct, + Bt) B - (M - At -{- Cl) A'^ 0, 
die sich auch in der Proportionsform (41) 

L-Cy + Bt M-At + Cl N - B^ + Atj 
A '^ B ^ ' C 

schreiben lassen. Hieraus folgt 

g'' AL-\-BM-ir CN 

AL->t-BM-^ CN^ A^ + B' + C* ' 
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„, 1 AL + BM+ CJV 

- Va'+,b'+g' ' . 

Man überzeugt sich leiclit, dass die Bedingungen eiuea Mini- 
mums för K'* erfflUt sind und dass K'^ als positive quadra- 
tische Function kein Maximum und auch kein zweites Miuimnm 
haben kann; folglich ist der für K' gefundene Ausdruck wirk- 
lich das minimum minimoinim. 



Capitel IV. 

Gleichgewicht eines Systema von Klüften, die an einem unveräaderlichen 

Pooktsystem angreifen, — BeBtimmungsweiBen eines solchen 

Kräfte BjBtemB. 

66. Die Bedingungen, welche für das Gleichgewicht eines 
auf ein unveränderliches Punktsystem wirkenden Systems von 
Kräften F, F', . . . hinreichend und nothwendig sind, lassen 
sich durch die sechs Gleichungen (30) des vorigen Capit«ls 
ausdrücken. Man kann denselben die Form von linearen 
Gleichnngen bezüglich der Grössen der Kräfte F, F\ . . . geben, 
mit Goefficienten, die nur von der L^e der Bichtungslinien 
der Kräfte abhängen. 

Bezeichnet man nämlich allgemein mit a'-'\ U'*, cf-'* die 
Projeetionen einer auf der ßichtungslinie der Kraft J*"''"* ge- 
legenen, der Einheit gleichen Strecke und mit A<''', (t''l, v"' die 
Projeetionen des Moments dieser Strecke auf die Coordinaten- 
axen Ox, Oy, Oz, so kann man die sechs Grössen 

oW, fti'i, c<'i, AW, pW, i/') (1) 

als Stralencoordinaten der Richtungslinie der KrafT F'-'^ be- 
trachten. Die Producte 

ofoji'w^ ftioj-fo^ (Xoirio 
sind dann die Projeetionen des Vectors FF'", während 

mF^i, ^">j'<'>, ri'iFw 

die Projeetionen des Moments MF'-'^ auf die Axen Ox, Oy 
Oe sind, mit -f- o<ler — genommen, je nachdem die Kraft 
F"^ und die auf ihrer Richtungslinie gewählte, der Einheit 
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gleiche Strecke dem Sinne nach Sbereinstlmmen oder nicht. 
Zur Yenneidnng der Doppelsinnigkeit des Zeichens wollen wir 
annehmen, dasa F'-''> im ersteren Falle die Grösse der Kraft 
mit ~\- bezeichne, im zweiten aber mit — . 

Mit diesen Bezeichnungen lassen sich die Gleichungen (30) 
auch schreiben : 

SaF «■ 0, £hF = 0, £cF = 0, 
SiF^O, SuF^O, £vF=0. ^^ 

Die Gerade, deren Coordinaten die Grössen (1) sind, d. h. die 
Richtui^slinie der Kraft f *', werden wir mit (i + 1) be- 
zeichnen. 

Ist die Anzahl n aller Kraft« kleiner als 6, so sind die 
Geraden (1), (2), ...(») dadurch bedingt, dass ihre Stralen- 
coordiuaten von der Form (1) den 6 — m + 1 Gleichimgen 
genügen müssen, die man durch Elimination der Grössen aller 
Kräfte F, F", . . . aus den Gleichungen (2) erhält, oder mit 
anderen Worten den Gleichungen, die sich dadurch ergeben, 
dass man die Determinanten n*"" Grades, die sich aus den 
Elementen der sechs Zeilen des Schemas 



(3) 



bilden lassen, gleich Null setzt. Jede solche Gleichung ist 
linear und homogen bezüglich der Coordinaten a'"~'*, 6'"~", ... 
der Geraden (n) mit Goefficienten, die von den Coordinaten der 
Übrigen Geraden (1), (2), . . . (« — 1) abhängig sind; sind also 
diese letzteren Geraden gegeben, so hat man zur Bestimmung 
der Coordinaten der unbekannten Geraden («) immer 6 — w -f- 1 
lineare Gleichimgen von eben so vielen Liniencomplezen, so dass 
die gesuchte Gerade (») dadurch bedingt ist, dass sie der ge- 
meinsame Stral dieser 6 — w + 1 Liniencomplexe ist. 

Die gegebenen Geraden (1), (2), ... (n — 1) sind gleich- 
falls gemeinsame Straleu derselben Complexe. Denn wenn 
man in die Gleicbnng ii^end eines dieser Ck)mplexe für a'""^', 



6i'6" .. 


U—'> 


c c' c" . . 


d—n 


m'x- .. 


l'—" 


r-ff." .. 


c'-'i 


vv'v" .. 


»I^D 
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W*~^*, ... die entsprechenden Coordinaten einer der gegebenen 
Geraden einsetzt, so erhält man auf der linken Seite der Glei- 
chung eine Determinante, in der zwei Golonnen entsprechend 
gleiche Elemente enthalten, die also identisch gleich Null ist. 

Es folgt hieraus, dass eum Gleic/igewieht von Kräftm, 
deren Aneahl « nkht grosser als 6 ist, nolhwendig und hinr 
reichefid ist, dass die Richtungslinien der Kräfte gememsante 
Straten v<yn 6 — w + 2 linearen Complexen seien. 

Bestimmt man die dieser Bedingung genügenden Geraden 
und Bubstitnirt ihre Coordinaten von der Form (1) in die 
Gleichungen (2), so erhält man sechs lineare homogene Glei- 
chungen mit F, F", ... als Unbekannten. Aus irgend welchen 
n — 1 dieser Gleichungen ergeben sich dann die Verhältnisse 
F^ F^ r<»-') 

F' F ' '" F 
aller Kräfte zu einer unter ihnen. Wählt man nun Für die 
Kraft F eine beliebige Länge auf der Geraden (1) und lässt 
sie dem Sinne nach mit der Strecke (a, h, c, Jl, (i, v) über- 

einstimmen, so e^ebt sich dann aus dem Yerhältniss -p- 
die Grösse einer beliebigen Kraft f'1 mit dem gehörten Vor- 
zeichen. Die Strecke, welche diese Kraft darstellt, hat man 
sich dann längs der Geraden (i + 1) gerichtet zu denken, und 
zwar dem Sinne nach übereinstimmend mit der Strecke (a'", 
V-^, 6'\ i''', p'"', v*''), wenn J"'"' positiv, und von entgegen- 
gesetztem Sinne, wenn i*"'"' negativ ist 

Ausser den 6 — « + 1 Complexen, deren Gleichungen 
sich ei^eben, wenn man die aus den Elementen der Zeilen 
von (3) gebildeten Determinanten n**" Grades gleich Null setzt^ 
giebt es im Falle n<.% unendlich viele andere Complexe, die 
die Geraden (1), (2), .,.(«) zu Stralen haben. Um die Glei- 
chung eines solchen Complexes zu erhalten, braucht man nur 
die M — 6+1 aus den Zeilen von (3) gebildeten Determi- 
nanten n**" Grades mit willkürlichen Factoren zu mnltipliciren 
und die Summe dieser Producte gleich Null zu setzen. 

Man kann auch noch auf folgendem Wege nachweisen, 
dass alle Geraden (1), (2), ■■■(») Stralen eines und desselben 
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Complexes siod. Da die Zahl der gegebenen Geraden (1), 
(3), ...(»— 1) nicht grösser als 5 ist und ein lineurer Gom- 
plex durch fSnf Stralen bestimmt wird, so kann man jene 
Geraden, welches auch ihre Lage sein m^, als Straten eines 
gewissen Complezes [k, o] ansehen, was dui'ch die folgenden 
Gleichungen aasgedrückt ist: 



kVF''-'^ + taJfJ'i— *' = 0. 

Die Gleicbgewichtsbedingungeo 2? VF = 0, SMF = ergeben 
aber 

liSyF+mSMF=Q. 
Subtrahiit man hiervou alle vorhergehenden Gleichungen, so 
bleibt die Gleichung 



welche zeigt, dass auch die Gerade (n) ein Stral des Com- 
plexes \k, (ö\ ist. Ist n < 5, so lassen sich unendlich viele 
Complexe \k, o] büden, indem man zu den gegebenen Ge- 
raden (1), (2), . . . (m — 1) ^ine oder mehr willkörliche Gerade 
hinzufügt, um die zur Bestimmung eines Complezes nothwen- 
digen fOnf Geraden zu erhalten. 

67. Da die geometrische Summe R =» SF gleich Null 
ist, so ist die Summe der Projeetionen aller Kräfte auf jede 
Axe gleich Null. Wählt man als Projectionsaxe der Reihe 
nach die Geraden (1), (2), ... (m) und setzt man 

cos (rs) -= »<-»)al-i) + ftC^DftC-i) + (/.r-i)^>-i)^ 
so ei^ben sich die Gleichungen: 

J'+i^cos(21) + ii^'cos(31)-j H-F"~"eos(»l) = 0, 

rco8(12) + J^ + F"eos(32)H fr J^"-'lcos(n2) = 0, 

FcQB {\n) + F' cos (2«) + F" cos (3n) H \- J"!— " = 0. 

Eliminirt' man hieraus die Grössen F, F", . . . i^i"— ", so er- ' 
l^t man die Gleichung 
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1, 

co»(12), 



CO! (21), 
1, 



cos (31), . . . cos(nl) 
cos (32), ... cos («2) 



-Oi (5) 
«(In), 008 (2n), cos (3«), . 
die Determiaaiite litilis ist nach der Multiplicationsregel tül 
Determinanten aus den Elementen der Colonnen zweier iden- 
tischer, aus den drei ersten Zeilen des Schemas (3) gebildeten 
Schemata gebildet, was sich folgendermasseu symbolisch aus- 
drücken lässt: 

n' + V+c', aa+bb'+ce,..A 
ia+Vh+ee, <.'"+6''+o'', ... — 



;c'«"...i*— ■! 



hVV. 
cc'c". 



.(f- 



(6) 



Biß solches Produet wird identisch gleich Null, wenn « > 3 
ist; daher bedingt die Gleichung (5) die Winkel zwischen den 
Kräften nnr in dem Falle, wenn n ^ 3 ist Die obige Deter- 
minante iet symmetriach ; bezeichnet man sie also mit D und 
ihre Derivirte nach dem Elemente der f"™ Zeile und der s*™ Co- 
lonne mit !>„, so hat man 

Bl. = D„D..- 
Im Falle n — 1 > 3 sind die Hauptunterdetenuinaoten Dr,, 
ajBo auch alle Z)„ gleich Null. Ist dagegen « — 1 < 3, d. h. 
n^4, so sind die Drr im Allgemeinen nicht gleich Null, 
und die Gleichungen (4) führen auf die Proportionen: 

F-.r-.r-i... F<—» = Drr : I>r, : I>rs : . . . Dr,. (7) 
Wegen J>?, = DrrD,, haben alle Hauptunterdeterminanten D,,, 
D22, . . . D„n dasselbe Vorzeichen. Da aber, die Determinante 
Du nach Formel (6) ausdrttckbar ist, so ist sie ein Quadrat 
oder eine Summe von Quadraten, kann also nicht negativ sein; 
sind daher die Determinanten Djj, D^ ... i),, nicht gleich 
Null, so sind sie aämmtlich positiv. Mit Hilfe der Gleichung 
Dl, = DrrD,, kann man die Proportionen (7) auch durch die 
folgenden ersetzen: 

VF:VF':VF":...VF^^-^> = YD^i:yD^^:y'D^s:...y~D7n- (8) 

Es lässt sich aber auch noch ein anderes System von 

Proportionen zur Bestimmung der Verhältnisse der Kräfte auf- 
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stellen. Wählt man nämlich in Gleichung (35), S. 286, für ff 
der Einheit gleiche Strecken auf den Geraden (1), (2), ...(n) 
und bezeichnet mit y) das relative Moment der auf den Ge- 
raden (r) und (s) gelegenen Strecken, so erhält man die Glei- 
chungen: 

+ F' + F- + -- C) -Fl— I - 0, 



)^+.-f +.■"" + ■■•''-'>■ 



Eliminirt man hieraus die Grössen der Kräfte, so ergiebt sich 
die Gleichung 



O.O-O.-o 



(10) 



worin die Determinante links, die wir mit ^ bezeichnen, ans 
Elementen von der Form 

zusammengesetzt ist.*) Die Determinante J geht nach der 



*) Nach Fonnel (14), 8. 274, ist nämtich 

oder 

-I- iC^^a"-" + pl^»>6<^'> + ^(-')e<-"] Ff-ilFC-') j 
dividirt man diea durch ± pC-^i) ;■(«—')_ g(, ergiebt »ich der obige Aua- . 
druck für | *"). 



oogic 



Mnltiplicationsregel für Determinanten aus den Elementen der 
beiden Schemata 



aaa' . 


. . ol-'> 




HT . 


. . )!—« 


hVV . 


. . 61-') 




f-ft:' 


. . (t'"-i 


c c c" . 


. . rf— 1 




vv' v" 


. . i<— "1 


il'/i" . 


. . ;if"-" 




aaa" . 


. . o<— ■! 


(»(.>" 


. . ^1— > 




b V r . 


.. 6'»-') 


vv' v" 


. . »1— "1 




c e c" . 


. . e<— "1 



hervor, wenn man colonnenweise multiplicirt. 

Ist n > 6, so ist die Determinante ^ identisch gleich 
Nnll, und folglich giebt die Gleichung (10) dann keine Be- 
dingung für die relativen Momente ( ). Ist dagegen n < 6, 
so ist ^ die Samme der Producte, die man dadurch erhält^ 
dass man alle Determinanten n*™ Grades, die sich aus den 
Zeilen des ersten Schemas bilden lassen, mit den aus den ent- 
sprechenden Zeilen des zweiten Schemas gebildeten Determi- 
nanten desselben Grades multiplicirt Nun verlangen aber die 
Bedingungen des Gleichgewichts der Kräfte, wie wir in § 66 
gesehen haben, dass alle diese Determinanten n*™ Grades ver- 
schwinden; folglich ist die Gleichung ^ ^ nur eine Folge 
der in § 66 aufgestellten Bedingungen, denen die Geraden 
(1), (2), ... (n) genügen mösaen. 

Da die Determinante ^ symmetrisch ist, so hat man, 
wenn ^r, die Derivirte von ^ nach dem Elemente der r**" Zeile 
und der s"" Colonne bezeichnet, ^r, ^ ^»r und ^r, ^ .^r,^,,. 

Ist » — 1 > 6, so sind alle ^tr und ^„ identisch gleich 
NuE Ist aber » — 1^6, so sind im Allgemeinen nicht alle 
^ri gleich Nnll, so dass die Gleichungen (7) durch die folgenden 
Proportionen 

F:F:F':... i^(— »' = ^„ : ^.^ : ^,g : . . . Jm 
oder 

rFirr-.... VF—*>^y'^,:VÄ»---V^ (ii) 

ersetzt werden können. 

Durch Anwendung der Gleichung (35) ersieht sich noch 
die folgende bemerkenswerthe Eigenschaft der Geraden (1), 
(2), ...(«): 
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Wenn n Kräfte im Gleichgewicht sind, so schneidet jede Ge- 
rade , welche die Rv^tangslinien von n — 1 Kräften schneidet, 
mich die Richtungslinie der noch übrigen n"" Kraß 

Schneidet lümlich eine Gerade a die Richtungslinieu (1), 
(2), ... (m — 1), so'hat man: 

bietmit geht aber (35) in die eingliedrige Gleichung 



ii^"-i) 



/i^» 



■")=» 



über, welche aussagt, dass das relative Moment ( . ) gleich 
Null ist, was erfordert, daes ff die G«rade («) in endlicher 
oder unendlicher Entfernung schneide. 

68. Wir werden jetzt der Beihe nach alle Fälle des 
Gleichgewichte der Kräfte f ür » < 6 untersuchen. 

1) n -B 2. Es sind meei Kräfte F lind F so m bestimmen, 
dass sie im Gleichgewicht sind und dass die Kraft F in die 
Richtung einer gegeienen Geraden (1) faUt 

Infolge der Bedingung, dass der Hauptvector R =. SVF 
. und das Hauptmoment K = SMF gleich Null sein müssen, 
hat man 

VF+TF = 0, Mf + Wf' = 0, 

woraus folgt: 

vr — VF, mW — kf; 

hierzu ist oothwendig und hinreichend, dass die Kräfte F und 
F" gleich, längs derselben Geraden (1) gerichtet imd von ent- 
gegengesetztem Sinne sind ; die Angriffspunkte der Klüfte bleiben 
dabei willkürlich. 

Dass beide Kräfte längs der Geraden (1) gerichtet sein 
müssen oder dass die Gerade (2) mit (1) zusammenfallen muss, 
ergiebt sich auch schon daraus, dass jede, die gegebene (1) 
schneidende Gerade ff auch (2) schneiden muss. Die hier ge- 
fundene Bedingung des Gleichgewichts zweier an einem voll- 
kommen starren Körper angreifender Kräfte nimmt man ge- 
wöhnlich als ein Grundaxiom der Statik des starren Körpers an. 
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Ans den Zeilen des Schemas (3) lassen sich fünf un- 
abhängige Determinanten zweiten Grades bilden; indem man 
dieselben gleich Null setzt, erhält man die zwischen den 
Coordinaten der Geraden (1) und (2) bestehenden Gleichungen, 
nämlich: 

&6' ' cc' ' AA' ' Uift' ' rr' ■ ' 

Diese Gleichungen drücken aber offenbar das Zusammenfallen 
der Geraden (1) und (2) aus. 

2) M = 3. Es sind drd Kräfte F, F', F" so m hestimmm, 
dass sie im Gleichgewichte sind und dass swei von ihnen längs 
ewei geg^enen Gnaden (1) wnd (2) gerichtet sind. 

Jede die Geraden (1) und (2) schneidende Gerade a muss 
auch (3) schneiden; dies «rfordert, dass alle drei Greraden in 
einer Ebene liegen und sich in einem Funkte in endlicher 
oder unendlicher Entfernung treffen; die Lösung der Aufgabe 
ist daher nur möglich, wenn die Geraden (1) und (2) in der- 
selben Ebene gegeben sind. 

Unter dieser Voraussetzung kann man för (3) jede in der 
Ebene der gegebeneu Geraden (1) und (2) gelegene, durch 
ihren Schnittpunkt hindurchgehende und nicht mit einer von 
ihnen zusammenfallende Gerade wählen. 

Liegt der Schnittpunkt im Endlichen, so lässt sieb die 
Grösse der Kräfte folgendermassen bestimmen. 

Man nehme auf (1) eine beliebige Strecke F und eine ihr 
entgegengesetzt gleiche OA an; die letztere zerlege man in 
zwei Componenten OB und OC längs den Geraden (2) und 
(3); hierauf tn^e man auf (2) von einem beliebigen Punkt« 
aus eine Strecke F" geometrisch gleich OB auf und auf (3) 
■ 7on einem beliebigen Punkte aus eine Strecke F" geometrisch 
gleich OC. Die drei Strecken F, F", F" repräsentiren dann 
drei Kräfte, die allen Bedingungen der Aufgabe genügen. 

Liegt dagegen der Schnittpunkt der Geraden (1) und (2) 
im Unendlichen, d. h. sind dieselben' parallel, so kann man 



*) Eh wird hier voransgeaetzt, dtua die beiden Grössen a nnd i 
nicht gleicli Null sind. 
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fiir (3) eine beliebige, jenen parallele und in derselben Ebene 
liegende Gerade wählen. Nimmt man auf (1) eine willkürliche 
Kraft i^ an, so lassen sich die beiden anderen mit Hilfe der 
Bedingungen i^F-F'= 0, I!MF=0 bestimmen. Es sei ein 
beliebiger Punkt Ä der Geraden (1) der Ursprung der Mo- 
mente; dann hat man MF=0, also MF' -{-MF' = oder 
MF" = — MF', d. h. die Momente der beiden gesuchten 
Kräfte müssen einander entgegengesetzt gleich sein. Dazu ist 
aber erforderlich, dass die Kräfte F' und F", die längs (2) 
und (3) wirken, dem Sinne nach übereinstimmen, wenn (1) 
zwischen (2) und (3) liegt, und von entgegengesetztem Sinne 
sind, wenn (2) und (3) auf derselben Seite von (1) liegen. 
Ausserdem müssen in beiden Fällen die Grössen der Kräfte 
F" und F" ihren Armen, d. b. den Abständen der Geraden 
(1) von (2) und (3) umgekehrt proportional sein. Endlich 
verlangt noch die Bedingung £VF ^ 0, daas im ersten Falle 
F'^F-{-F', im zweiten aber F = F — F' oiei F=F'~F 
sei, je nachdem (2) oder (3) der Geraden (1) näher liegt. 

Die Gleichung (5) wird 

1, cos(12), COSC13) 
3(21), 1, co8(23) =0 
8(31), cob(32), 1 
und drückt aus, dass die Vectoren VF, VF, VF' der drei 
Kräfte in derselben Ebene liegen müssen. Man sieht leicht, dass 

7?„ == sin' (23), Aa = sin* (31), D^^ = 8in*(12) 
ist, so dass die Proportionen (8) übei^ehen in: 

VF: VF: FF" = sm(23) : sin(31) : 8in(12). 
Wenn die Geraden (1), (2), (3) parallel sind, so nehmen die 
Proportionen (8) eine unbestimmte Form an, da 2),, ^ 0, 
Z)jj ^ ö, Z)y3 = wird. Daun geben die Gleichimgen (4) 

F-\-F + F' = 0, 
wobei F, F, F' positiv oder negativ sein kennen. 

Die Gleichung (10) wird 



ööö 



= 0, 
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und verlangt, daas eines der relatäveo Momente 

gleich Null sei; die Crleichnng (11) zeigt aber, dass, wenn 
eines dieser Momente gleich Null ist, alle verschwenden, d. h. 
daas alle drei Geraden (1), (2), (3) in derBelben Ebene liegen 
müssen. 

Indem man die aus den Zeilen des Schemas (3) zn bil- 
denden Determinanten dritten Grades gleich Null setzt, erhält 
man die folgenden vier Gleichungen, die zwischen den Coor- 
dinaten der Geraden (1), (2), (3) bestehen: 



aa'a" 




JJ'J" 




aa'a" 




aa'a" 


iW 


— 0, 


ib'b" 


= 0. 


ftfi'ft" 


— 0, 


hb'h" 


cc'c" 




ce'c" 




cc' c" 




""'<'" 



Man überzeugt sich leicht, dass die erste dieser Gleichungen 
die Bedingung ausdrückt, dass (1), (2), (3) in einer Ebene 
liegen, während die übrigen aussagen, dass diese Greraden sich 
in einem Punkte schneiden. 

3) n = 4. Es sind vier Kräffe F,W, F', F^ so m be- 
stimmen, dass sie im Gleicl^euncht sind und dass die drei ersten 
längs drei geg^tenm Geraden (1), (2), (3) gerichtet sind. 

Jede die Geraden (1), (2), (3) schneidende Gerade (A) 
muss auch (4) schneiden-, daher muss (4) mit allen ihren 
Punkten auf dem geradlinigen Hyperboloid liegen, welches die 
Gerade (Ä) bei ihrer Bewegung längs (1), (2), (3) als Leit- 
linien erzeugt. Folglich repräsentiren (1), (2), (3), (4) vier 
L^en einer Erzengenden der zweiten Schaar jenes Hyper- 
boloids.*) 

Hat man hiemach die Gerade (4) construirt, so bleiben 
noch die Grössen der Kräfte zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
zieht man durch einen beliebigen Punkt vier Gerade (1'), 
(2'), (3'), (4') reap. parallel den Geraden (1), '(2), (3), (4) 
und trägt auf (!') eine beliebige Strecke OA auf, die wir als 
Yector der £raft F wählen; dann zerlegt man die ihr ent- 

*) Diese Eigeosch^ der RichtangslinieD von vier im Oleichgewichte 
befindlichen Ei^flen ist von Mebius gehaden wordeo, b. „Lehrboch 
der Statik", 1. Tb., g 99 (8. 177-178). 
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gegellgesetzt gleiche Strecke OS in drei Compoaenten OA', 
OÄ", OA'" längs den Geraden (2'), (3'), (4'). Die vier Strecken 
OA, OA', OA", OA'" sind die Vectoren der gesuchten Kräfte; 
trägt man also auf (1), (2), (3), (4) ihnen geometrisch gleiche 
Strecken auf, so stellen diese die Kräfte selbst dar. 

Die Verhältnisse der Vectoren ergeben sich aus den Pro- 
portionen (8) 

VF: VF : VF' : VF" = V"^ : YD^^ : V^ : l/ijfi, 
oder aus den Proportionen (11) 

VF: VF t VF' : F^'" = "j/^ : V^s : V^a : >^4 , 



4. = 20Q)Ö, 



ist Die letztbn Proportionen lassen sich unter 'der folgenden 
Form darstellen: 

yr:rr'=y {ÖÖK{m . C^) 

vr':yr--y[QQl.[CM- 

Die Determinante ^ in Oleicbut^ (10) wird 

was sich auch schreiben lässt: 

Aus der Gleichung ^ ^ fo^t, dasa das Prodnct 

00 (DO 

Samoft, liHhulk. II. 20 
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nicht negativ sein kann, weshalb ( ) {) und ( ) ( ) dasselbe 
Vorzeichen haben mflssen; daher kann der unter dem Wurzel- 
zeichen in der ersten der Cileichiingen (12) stehende Ausdruck 
nicht negatiT sein. Dasselbe gilt auch von den beiden anderen 
Wurzelgröasen in (12). 

Der vorstehende Ausdruck für ^ lässt sich in die folgenden 
vier Factoren zerlegen: 

[voo-voo-nm- 

die Gleichung ^ ^0 fordert nun, dass mindestens einer dieser 
Factoren gleich Null sei. Der erste kann als eine Summe 
positiver Grössen nicht gleich Null sein, wenn die relativen 
Momente der Geraden (1), (2), (3), (4) nicht gleich Null sind; 
man muss daher einen der drei anderen Factoren gleich Null 
setzen, z. B.: 

Dies ist die Bedingung, die zwischen den relativen Momenten 
von vier Geraden (1), (2), (3), (4) besteht, welche Erzeagende 
derselben Schaar von einem beliebigen geradlinigen Hyper- 
boloid (S) sind. 

Es seien (Ä) und (B) zwei Erzeugende der anderen 
Schaar des Hyperboloids (S). Sind cc,, %, o,, a^ die Schnitt-, 
punkte der Geraden (Ä) mit den Geraden (1), (2), (3), (4) 
und ßj, ß^, ß^, ßt die der Geraden (B) mit denselben Ge- 
raden, ist ferner („1 das relative Moment der Geraden (A) 
und (B), so hat man: 

+ »,ft.«,ftö-«,»,.Aft(j), 
+ «,ft--,AÖ-«,...AA(^), 

DigiiiLCD, Google 



+«.a-«.a(; 

± «.A ■ «.A ( 
Hit Hilfe dieser Gleichungen 



-«.«.-.AftK), 
-«.«•■ftAls). 
kaim man die ralatlTen Momente 
{,) aus den Proportionen (12) 



eliminiren; dadurch erhält man die Verhältnisse der Eräite 
ausgedrückt als Functionen der Abschnitte auf den Geraden 
(1), (2), (3), (4), (A) und (B). 

Das erste der Verhältnisse (12) geht üb«r in 

FP. Ff — ?jf' r^^' " " « «- «Hl* 



ftf. . 



,£.T 



Zwischen den Abschnitten, welche zwei Transversalen auf yier 
Erzeugenden derselben Schaar eines geradlinigen Hyperboloids 
bilden, besteht aber bekanntlich die Relation 



StA 



Ml 
AP. " 



IjCg .« 



(14) 



womit sich ei^ebt: 



^■ft P.P.. fep4 

Die Proportion (14) folgt, wie Möbius gezeigt hat, aus der 
Gleichung ^ = 0.*) 

Setzt man nämlich zur Abkürzung 
' a,Oj . ag«4 ^ ,^, a^ag .a^a^^ A^, a^a^ . a^a^ =^ A^ , 
ftAAA--B,, ßJ,.ß,ß,-B,, ß,ß,.ßJ,-B,, 
80 schreibt sich die Gleichung ^^0 folgend er masaen : 

(A,B^ — ^B, — A^B^y — 4 A^B^A^B^ = 0; (15) 
da nun aber 

M4-dzA^4±AA 

•) „Lehrbuch der Statik", 1. Th. § loa (S. 186). 
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ist, BO wird 

■Bi -- + -Bä ± -ßj . 
vobei die Vorzeichen in den eutsprecheiiden Gliedern dieselben 
sein müssen. Hiermit gebt Gleichung (15) über in 

(A^B, + B^A^y - iA^B^A^B, = 
oder 

(Ä^Bg — B^A^y = ; 
hieraus folgt 

A^Bs ■= B^Ai , 
oder 

^ _^ 

was mit der Proportion (14) übereinstimmt. 

untersuchen wir nun die Resultate, die sich durch Eli- 
mination der CirÖasen der Kräfte aus den 6 Gleicl^ewichts- 
bedingungen (2), 8. 295, ergeben. Man erhält dieselben, wie 
oben gezeigt wurde, wenn man die aus den Zeilen des Sche- 
mas (3) gebildeten Determinanten 4. Grades gleich Null setzt«. 
Es ergeben sich hier drei Ton einander unabhängige Gleichungen, 
die man in folgender Form schreiben kann: 



aa'a'a" 




ao'a"a"'. 




oa'«"o"' 


h Vb"V" 


— 0, 


h VW" 
ce c"e"' 


— 0, 


hfV'V" 
ce' e"c"' 


llTX'" 




(•(•>"(•"■ 




vv'v'v"' 



Dieselben lassen sich in Form von linearen Gleichungen be- 
züglich der Goordinaten «'", b"', c", i.'", p'", v'" der gesuchten 
Geraden (4) darstellen, nämlich: 

Aa" + Bb"' + Cc" + Li.'" = 0, 
A'a" + B'b"' + O'c'" + Jlf(i"' =0, (16) 

A"a" + B"b"' + C"c" + Nv'" = 0. 
Für variable a", b'", . . . v'" stellt jede dieser Gleichungen 
einen Liniencomplex dar; die Gerade (4) ist daher ein ge- 
meinsamer Stral dieser drei Complexa 

Alle gemeinsamen Stralen der drei Complexe sind Er- 
zeugende des Hyperboloids (//). Zu den Erzeugenden der- 
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selben Schaar geboren auch <]^e gegebenen Geraden (1), (2), 
(3), da ihre Goordinaten den Gleichungen (16) genügen. Man 
kann sie als Leitlinien zur Conatruction des Hyperboloids {H) 
wählen. 

Bezeichnen x, y, z die Goordinaten eines Punktes der 
Geraden (4), so hat man: 

).'" ^c"y — b"'z, ^"' = a"'z — c"x, v" = b"'x — ä"y. (17) 
Substituirt man diese Grössen für X'", n'", v'" in die Glei- 
chungen (16), so folgt: 

Aa'" + {B- Lz)h"' + (C+ Xy)c"' = 1', 
{A' + Mz)a'- + S'b"' + (C - Mx)c" == 0, (18) 
{A" - Ny)a"' + {B" + Nx)b'" + G"c" = 0; 
hieraus ergiebt sich durch Elimination von a"\ V", c" als Glei- 
chung des Hyperboloids {H): 

A, B— Le, C + Ly 

A' + Mz, B', C'~Mx =0. 

A"~Ny, B"-\-Nx, C" 
Eliminirt man ans den Gleichungen (16) in Verbindung mit 
der zwischen den Goordinaten der Geraden (4) bestehenden 
Gleichung 

a"X"' -j- i">"' + c"v"' = 
die Grössen k'", y.'" , v'", so ei^ebt sich eine Gleichung, die 
nur a'", h'", c'" als Unbekannte enthält, nämlich: 

X« +-M^ ^n' (19) 

+(S+f)^"v"+(l+^)-"+(l+i)«"'*"'-o. 

es ist dies die Gleichung eines Kegels zweiter Ordnung, dessen 
Spitze der Ursprung und dessen Erzengende derjenigen 
Schaar von Erzengenden des Hyperboloids (H) parallel sind, 
zu der die Geraden (1), (2), (3) gehören. 

Bestimmt man nun drei reelle Grössen a", b'", c", die 
der Gleichung (19) genügen, setzt sie in die Gleichungen (16) 
ein und entwickelt die entsprechenden Werthe von Ü" , ^", v", 
so hat man hiermit alle sechs Goordinaten der gesuchten Ge- 
raden (4). Substituirt man diese Goordinaten in die Glei- 
chungen (17), so erhält man hiermit die Gleichungen der Ge- 
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raden (4). Mao kuin dann die Verhältmase der Kräfte ! 

einoader uad ihre Vorzeichen aus den drei GleichoBgen 
aF+ aF + a" F' + a"F"' -= 0, 
bF+ b'F + b"F' + b'"r" = 0, 
cF+c'F'-i- c"F' + c"'F"'=0 

finden, aua welchen folgt: 
a'a'a 

F-.r-.r'-.F" ^ b'h"b' 
c'c'c' 

Die Vorzeichen der Determinanten hestimmen die Vorzeichen 

der Kräfte F, F", F', F"'. Jene Determinanten sind resp, gleich 

±yK.y ±v^, ±v^, ±Y^, 

womit die letzten Proportionen in die Proportionen (8) über- 
gehen. 

Beachtung verdienen einige SpecialföUe der Bestimmung 
von vier im Gleichgewicht befindlichen Kräften. 

a) Zwei der gegebenen Geraden, (1) und (2), liegen in 
einer Ebene, die aber die dritte, (3), nicht enthält. Da jede 
durch den Schnittpunkt von (1) und (2) gehende und die (3) 
schneidende Gierade auch (4) schneiden muss, so muss diese 
letztere in der durch (3) und den Schnittpunkt von (1) und 
(2) gehenden Ebene liegen. 

b) Die drei gegebenen Geraden (1), (2), (3) liegen sämmt- 
lich in einer Ebene. Da jede in dieser Ebene gezogene Gerade 
auch (4) schneiden muss, so liegt letztere in der Ebene der 
Geraden (1), (2), (3). 

In diesen beiden Fällen lassen sich die Kräfte F, F', 
F", F" folgendermassen bestimmen. 

Man legt eine Gerade (.^1) durch den Schnittpunkt von 
(I) und (2) und durch den von (3) und (4);*) hierauf be- 
stimmt man drei im Gleichgewichte befindliche Kräfte J^, F' 
P, deren Bichtuugslinien (1), (2), (A) sind; ebenso drei Kräfte 
F', F", F, die im Gleichgewichte sind und längs (3), (4), 



*) Dabei sind die Välle, wo einer dieser Puakte oder beide u 
endliche fiülen, nicht ftnBgeschlwseii. 
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(A) wirken, wobei man die Kraft P" der Kraft F entgegen- 
gesetzt gleich wählt Da sich die Kräfte P und P* aufheben, 
so mösaen die vier Kräfte F, F, F", F'" im Gleichgewicht 
sein; dieselben erfttUen aber auch die Bedingung, dass die drei 
ersten von ihnen längs (1), (2), (3) gerichtet sind. 

4) n = 5. Es sind fünf Kräfte F, W, W, W, F^ so 
SU bestimmen, dass sie sich im Gleichgewicht heßnden und dass 
die vier ersten längs den Geraden (1), (2), (3), (4) gerichtet sind. 

Nehmen wir zunächst an, dass die gegebenen Geraden 
zwei reelle Transversalen (Ä) und (Ä') haben. Wie früher 
bewiesen, mnss jede der beiden Geraden (A) und (A") die 
Gerade (5) schneiden; man kann daher fUr (5) jede Trans- 
versale von (A) und (A') wählen. 

Um die Greraden (A) und {A'} zu finden, muss man die 
Schnittpunkte der Geraden (4) mit dem geradlinigen Hyper- 
boloide (H) bestimmen, das durch die Bewegung einer Ge- 
raden längs den drei Leitlinien (1), (2), (3) entsteht, und durch 
diese Schnittpunkte zwei Erzeugende des Hyperboloids, d. h, 
zwei Gerade ziehen, welche die Geraden (1), (2), (3) schneiden. 

£e kann vorkommen, dass die beiden Schnittpunkte der 
Geraden (4) mit (H) in einen einzigen zusammenfallen; dann 
fallen auch (A) und (,4') in eine Gerade und ihre Schnitt- 
punkte mit (5) in einen Punkt; daher wird (5) zu einer Tan- 
gente des Hyperboloids (H). In diesem Falle hat man für 
(5) eine beliebige Gerade zu wählen, die das Hyperboloid (H) 
in einem der Punkte der die Geraden (1), (2), (3), (4) schnei- 
denden Doppelgeraden {A) berührt. 

Denken wir uns nun femer ein geradliniges Hyperbo- 
loid {H'), das durch Bewegung einer Geraden längs (2), 
(3), (4) als Leitlinien erzeugt ist. Da die Geraden {A) und 
(A") auf diesen Leitlinien liegen, so sind sie gewisse Lagen 
der Erzeugenden von (JT) und liegen daher in allen ihren 
Punkten auf diesem Hyperboloid. 

Im Falle des Zusammenfallens der Geraden (^A) und (A') 
in eine einzige Gerade (A) haben die Hyperboloide {H) und 
{3") in jedem Punkte der Doppelgeraden (A) eine gemein- 
Bame Tangentenebene. 
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Man kann die Gerade (5), welche (A) und (A') echnei- 
deu soll, einer der weiteren Bedingungen unterwerfen: a) durch 
einen gegebenen Punkt M zu gehen, b) einer gegebenen Ge- 
raden (B) parallel zu sein, e) in einer gegebenen Ebene (F) 
zu liegen. 

Fallen (A) und (Ä') nicht zusammen, so ist bei der ersten 
dieser Bedingungen die Gerade (5) die Schnittlinie der durch 
jene Geraden und den Punkt M gehenden Ebenen; bei der 
zweiten Bedingung bestimmt sich (5) als Schnittlinie der durch 
(Ä) und (J.') parallel zu (B) gelegten Ebenen; endlich bei der 
dritten Bedingung hat man fQr (5) die Verbindungslinie der 
Schnittpunkte der Geraden (A) und (A') mit der Ebene P 
zu nehmen. 

Fallen jedoch die Geraden (A) und {A') in eine (A) zu- 
sammen, so hat man im ersten Falle fKr (5) die Verbindungs- 
linie des Punktes M mit dem Berührungspunkte der durch M 
und {A) gehenden Ebene mit dem Hyperboloide (H) oder (H") 
zu nehmen; bei der zweiten Bedingung die Gerade, die man 
durch den Berührungspunkt der durch (A) parallel (S) ge- 
legten Ebene mit (H) oder (IT) parallel zu (B) legen kann; 
bei der dritten die Schnittlinie der Ebene P mit der Berüh- 
rungsebene Ton (H) oder (H') im Schnittpunkte der Greraden 
(A) mit der Ebene (P). 

Hat man einmal die Gerade (5) gefunden, so lassen eich 
die Kräfte F, F, F", F", F^*' folgendermassen bestimmen. 

Durch den Schnittpunkt von (J.) und (5) zieht man die 
Erzeugende (C) der Schaar (1), (2), (3) des Hyperboloids {S) 
und die 'Erzeugende (C) der Schaar (2), (3), (4) des Hyper- 
boloids {H.")\ dann bestimmt man in derselben Weise, wie bei 
dem vorigen Falle (k ^ 4) gezeigt wurde, vier Kräfte F, P, 
Q, B, so dass sie sich im Gleichgewicht befinden und längs 
den Geraden (1), (2), (3), (C) resp. gerichtet sind, wobei man 
den Schnittpunkt der Geraden {Ä) und (5) als Angriffspunkt 
der Kraft B wähli 

Da die Gterade (5) mit (G) und (C) in derselben Ebene 
liegt, nämlich in der durch {A") gebenden Ebene oder in der 
Berührungsebene von {IT) und (M'), so lassen aich längs den 
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drei Geraden (5), (C), (C), die sich in einem Funkt schneiden, 
drei Kräfte B, ^',J^ so anbringen, dasa F^ = E + W virä. 
Nun fügt man zu der Kraft F drei Kräfte P", Q', F^' 
hinzu, die mit R' im Gleichgewicht und längs den Geraden 
(2), (3), (4) gerichtet sind; dabei wählt man als Angriffs- 
punkt« von P* und Q' die von P und Q. Dadurch erhält 
man nunmehr zwei Systeme von Kräften 

F, F, Q, It und F, Q', F^, E' , 
die im Gleichgewichte sind; diese beiden Systeme bilden zu- 
sammen das eine Kräftesystem 

F,T' = P-j-F,W =^Q-\-Q', F^,F^ = E + W , 
das gleichfalls im Gleichgewicht ist und dessen Kräfte längs 
den Geraden (1), (2), (3), (4), (5) gerichtet sind. 

Giebt es keine reellen Transversalen {Ä) und (j4') für 
die gegebenen Geraden (1), (2), (3), (4), so kann man die 
gesuchten fünf Kräfte in folgender Weise construiren. 

Man zieht eine Gerade {G), die die Geraden (1), (2), (3), 
schneidet, d. h. eine Erzeugende des Hyperboloids {S) ist, und 
eine Gerade (G'), die (2), (3), (4) schneidet, also eine Er- 
zeugende des Hyperboloids {H') ist Endlich denke man sich 
eine die Geraden iß) und (&') schneidende Gerade (L). Diese 
letztere schneidet das Hyperboloid {H) in einem Punkte der 
Geraden {G) und ausserdem in einem gewissen zweiten Punkte 
(m); ebenso schneidet (X) das Hyperboloid {H") einmal in 
einem Punkte der Geraden (G") und ausserdem in einem ge- 
wissen zweiten Punkte (»»'). Durch (*») zieht man die zn 
derselben Schaar wie (G) gehörige Erzeugende (/) des Hyper- 
boloids (H) und durch (m') die zu derselben Sehaar wie ((?') 
gehörende Erzeugende (/') von {S'). Dadurch erhält man 
zwei Gerade (G) und (J), die die vier Geraden (1), (2), (3), 
(L\ und zwei andere (G') und {!'), die die vier Geraden (2), 
(3), (4), (X) schneiden. Nunmehr bestimmt man noch zwei 
Hilfsgerade {K) und {K') so, dass {K) die Geraden (t?) und 
(/), {K) aber die Geraden (G') und (/') schneidet und dass 
sie flberdiess die eine der drei folgenden Bedingungen erfSllen: 
a) dass sie durch einen gegebenen Punkt M gehen, h) dass 
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eie einer gegebenen Geraden (£) parallel seien, oder c) dasB 
sie in einer gegebenen Ebene (P) liegen. 

Nach dem im Vorigen für den Fall der Existenz der bei- 
den Transversalen {Ä) und (Ä') gegebenen Verfahren bestimmt 
man nun fQnf Kräfte 



F, P, Q, B, S, 
die im Gleichgewichte sind und in die Bichtungen der Geraden 

(1), (2), (3), (£), (JE) 
fallen; ebenso bestimmt man fünf Kräfte 

F, Q', r", W, S', 

die im Gleichgewicht und längs den Geraden 

(2), (3), (4Mi), (X-) 
gerichtet sind, wobei man fQr R' die der Kraft R entgegen- 
gesetzt gleiche wählt nnd die Kräfte P' und Q' an denselben 
Punkten wie P und Q angreifen lässt Die Kräfte B und B' 
sind für sich im Gleichgewicht; P und P setzen sieb zu einer 
Kraft F' = P+P' zusammen, die längs der Geraden (2) 
gerichtet ist; ebenso vereinigen sich Q imd Q' zu einer Kraft 
F'^Q+Q' längs (3). Die Kräfte (S) und (S') kann man 
im Falle, dass die Geraden (£*) und (f ) sich in endlicher 
Entfernung schneiden, im Schnittpunkte dieser Geraden an- 
greifen lassen und dann durch eine Einzelkraft .F^'' ^ 8 -\- ^ 
ersetzen, die längs einer gewissen Geraden (5) gerichtet ist, 
welche in der Ebene der Geraden (K) und (K') liegt. Sind 
aber (K) und (Ä") parallel, so hält den Kräften S und 'S' 
eine Kraft — (S -j- 8') Gleichgewicht, die gleich ihrer geo- 
metrischen Summe und längs einer gevrissen, den Geraden 
{K} und (£') parallelen und mit ihnen in derselben Ebene 
gelegenen Geraden (5) gerichtet ist Folglich kann man die 
Kräfte S und 5' durch eine einzige j*"'^ ^ 8 -\- S' längs der 
Geraden (5) ersetzen. 

Man erhält in dieser Weise jedenfalls fönf Kräfte 
F, W, F^, W^, J^, 
die im Gleichgewicht und längs den Geraden 
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(1), (2), (3), (4), (6) 
gerichtet sind. Diese Methode der Bestimmui^ von fünf im 
Gleichgewichte befindlichen Kräften läset sich auch anwenden, 
wenn die Transyersalen (Ä) und (A') existiren. 

Aus der Construetion der Geraden (K) und (K') sieht 
man, daas sie Straten eines Liniencomplexes [£] sind, der 
dadnrch bedingt ist, dass die Geraden (1), (2), (3), (4), (L) 
ihm als Stralen angehören müssen. Vertauscht man (G) und 
(G') mit zwei anderen Erzeugenden (G,) und (G\) der Hyper- 
boloide (ff) und (H') und construirt mit ihrer Hilfe die Ge- 
raden (7,), (Jj), (Xj), welche die neuen Lagen der Geraden 
(/), (/'), (L) darstellen, so kann man vermittelst der fünf 
Stralen (1), (2), (3), (4), (Lj) einen neuen Oomplex [E^\ bestim- 
men, sowie zwei seiner Stralen (K,) und (-ff,), die {K) und 
(£") ersetzen; dabei kann eine der drei oben erwähnten Ne- 
benbedingungen, ganz wie bei der ersten Bestimmungsweise, 
unverändert bestehen bleiben. Hierauf kann man mit Hilfe 
der Geraden 

(1),^2)^(3), (4)^,), (K,), {K:) 
dieselben Kräfte F, W, F", F^, F^^ bestimmen, die längs 
den Geraden (1), (2), (3), (4), (5) im Gleichgewicht sind. 
Dabei ist (5) die Schnittlinie der EJjene der Geraden {K) und 
(£') mit der Ebene der Geraden (ffj) und (.ff,'); mithin ist 
(5) ein Stral der Congruenz, welche die gemeinsamen Stralen 
der beiden Complexe \K\ und \K^\ bilden. 

Die Gleichungen der Congruenz, unter deren Stralen die 
Gerade (5) gewählt werden muss, erhält man dadurch, dass 
man die beiden ans den Zeilen des Schemas (3) gebildeten 
Determinanten 5. Grades gleich Null setzt, also: 
aaa a a''^ aaa a a'^ 

bb'b"b"'b"' bb'b"b"'¥'' 

cc'c"c"'c"' =0, c c c" c"' c^'' =0; 

ni'k"i"'i'^ iifi(i"ft"'ii"' 

I (i [t p" (i" (i'" vv'v"v"'v"' I 

dies lässt sich auch schreiben: 

Aa'*' + Bb'" + Cc"' + Li'" -f Mfi'" = , 
Ä'a"' + B'b"' + CV + Jtf'fi"' + Nv"'-^ 



(a) 
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Soll die Gerade (5) einer gegebenen Geraden (B) parallel 
sein, flo hat man in diesen Gleichnngen iOr a"', b'^, c'" die 
Cosinus der Winkel zu nehmen, welche (B) mit den Cooidi- 
natenaxen bildet. Sind x, y, e die Coordinaten eines beliebi- 
gen Punktes der Geraden (5), so hat man: 
k'^ = 6"^ — b"'e , n'" = a^^z — (f^x , v'^ •= b"'x — «"'y. 
Setzt man diese Werthe von X"', (t'", v^" in die Gleichungen 
(a) ein, so ergeben sich die Gleichungen der beiden Ebenen, 
deren Schnittlinie die Gerade (5) ist. 

Nimmt man als Nebenbedingung für die Gerade (5) an, 
dass sie dnrch einen gegebenen Punkt M (x,, y,, e^) geben 
soll, und bezeichnet die Ooordinaten ii^end eines anderen Punktes 
von (5) mit x, y, e, so hat man: 

-(»-..):(,-,.):(«-.,):|-J:|;,;|:|-J. 

Mit Hilfe dieser Proportionen kann man aus den Gleichungen 
(a) die Unbekannten a"', 6"', c^*', l^'', yt^^, v'^ eliminiren, 
wodurch man zwei Gleichungen mit x, y, e als Variablen er- 
hält; es sind wieder die Gleichungen zweier Ebenen, die sich 
in der Geraden (5) schneiden, nämlich: 

<.A - Jtfaja; + (B + i2,)y + (C - Ly, + 3fx,)a 

= Äx, + By^ + C^i , (6) 

{Ä' + Ny, - M'z,)x + iB' - Nx,)y + (C + M'x,)z 

= A-x,+B'y, + C'e,. (c) 

Wählt man endlich als Nebenbedingung die, dass die 
Gerade (5) in einer gegebenen Ebene (P) 

ax + ßy + YZ = S (g) 

liegen soll, so kann man zwei Punkte der Geraden (5) be- 
stimmen, nämlich die Nullpunkte der Ebene (P) in den beiden 
Complexen (a). Betrachtet man Xj, y^, «, in Gleichung (6) als 
Coordinaten des Nullpunktci der Ebene (P) im ersten Complexe, 
so ergeben sich die Gleichungen zur Bestimmung dieser Coor- 
dinaten, wenn man die Bedingung ausdrückt, dass die Glei- 
chungen {b) und (d) bezflglich x, y, z identisch sein mfissen, 
nämlich: 
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{A - Mg,) : {B + La,) : (C + Mx, — Xy,). : {Ax, + £y, + Cs,) 

^ a : ß :y :S. 
Ebenso findet man, wenn cc[, if[, z\ die Coordinaten des Null- 
punktes der Ebene P in dem 2. Complexe (a) sind, zur Be- 
stimmung derselben die Proportionen: 
(^'+2f|^;-Jlf'«;):(£'-J^a;',);(C'+3fV,):(AV, + B'y',+C«;) 

= a : ^ : )■: d. 
Hat man die Lage der Geraden (5) bestimmt, so lassen eich 
die Grossen der Kräfte F, F'y . . . F'*' aus den Gleichungen 
£aF=^0, ZhF=0, 2:cF-=0, £JiF=0, EpF^O 
ableiten. Wenn A die Determinante bezeichnet, welche die linke 
Seite der ersten Gleichung unter (a) ausmacht, und Ar, ihre 
Deririrte nach dem Elemente der r**" Horizontal- uud der s"™ 
Terticalreihe, so hat man; 

F:F' : F" : F'" : F'^ = ^,,, : ^,, ^ : A,j : ^,4 : As- 
Die Beziehungen zwischen den Vectoren der Erafte eigeben 
sich, ans den Proportionen (11), S. 300. 

5) w =- 6. Es sind sechs Kräfte F,F', ... F^ so m he- 
sHnmien, dass m im Gleü^ewicht sind und dass die ersten 5 
längs gegd)etten Geraden (1), (3), . .. (5) gerichtet sind. 

Wie in § 67 bewiesen, müsseu die RichtungsUnien von 6 
im Gleichgewichte befindlichen Kräften sämmtUch Stralen 
eines und desselben Complexes sein. Man kann daher fSr die 
gesuchte Gerade (6) jeden Stral des durch die 5 gegebenen 
Geraden (1), (2) . . (5) bestimmten Complexes [K] wählen. 
Dabei kann man diese Gerade (6) noch eiuer der folgenden 
Nebenbedingungeu unterwerfen: a) durch einen gegebenen 
Pnnkt M zu gehen, b) einer gegebenen Geraden {B) parallel 
zu sein, c) in einer gegebenen Ebene (P) zu liegen. Diese 
Bedingui^n sind jedoch noch nicht genügend zur vollstön- 
digen Bestimmung der Lage der Geraden (6). Bei der ersten 
Bedingnng kann man nämlich för (6) jeden durch den Punkt M 
hindurchgehenden Stral des Complexes [K] wählen; hei der 
zweiten Bedingung jeden der Geraden (B) parallelen Stral von 
[EJ; endlich bei der dritten jeden in der Ebene (P) ge- 
legenen Stral des Complexes, d. h. jede in dieser Ebene durch 
deren Nullpunkt gelegt« Gerade. 
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Die LÖBnDg des vorliegetideii Problems über das Gleich- 
gewicht von 6 Eräfteu läsat sich snf die Bestimmung zweier 
Kräftesjateme znrückführec, die je 5 Kräfte enthalten und 
jedes für sich im Gleichgewichte sind. 

Zq diesem Zweck bildet man aus den gegebenen 5 Ge- 
raden (1), (2), (3), (4), (5) zwei Gruppen von je vieren, z, B. 

(1), (2), (3), (4) uud (2), (3), (4), (6). 
Man bestimmt nun (nach dem Verfahren für den Fall n ^ 5) 
fünf im Gleichgewicht befindliche Kräfte 

derart, dasa die 4 ersten längs den 4 Geraden der ersten 
Gruppe gerichtet aind; ebenso beatimmt man 5 im Gleich- 
gewicht befindliche Kräfte 

T, W, ^', F^, s', 
so dasB die 4 ersten längs den Geraden der zweiten Gruppe ge- 
richtet aind und dasa die Kraft 8' derselben Nebenbediugnng, 
wie S unterworfen ist. Infolge dessen werden die Richtnngs- 
linien (X) und (L') von S und S' in dieselbe Ebene fallen. 
Für die längs der Geraden (2) gerichteten Kräfte P und P' 
kann man einen gemeinschaftlichen Ängrif^punkt wählen 
und diese Kräfte in eine einzige J^' ^ P -)- P' zusammensetzen. 
Kbenso kann man die Kmfte Q und Q', sowie R und B' 
an je einem Punkt angreifen lassen und zu je einer Kraft 
F" -"Q -\- Q', resp. F'" = R -\- B' zusammensetzen. Für das 
Gleichgewicht der in derselben Ebene liegenden Kräfte iS und S' 
ist eine ihrer geometrischen Summe entgegengesetzt gleiche 
Kraft erforderlich, deren Bichtungelinie sich wie im Falle n =^d 
bestimmt, so dass sich auch die Kräfte S und iS" durch eine 
Kraft F^ = 8 -f- S^ersetzen laasen. Man hat somit sechs Kriifte 
F, F', F", F'", F"', F^ im Gleichgewichte, von denen die 
fBnf ersten längs den gegebenen Geraden (1), (2), (3), (4), (5) 
gerichtet sind. 

Die Grössen der Kräfte S und S' sind willkürlich; daher 
kann die Gerade (6) bei unveränderter Lage der Geraden (L) 
und (Zi') unendlich viele Lagen in der Ebene von (X) and 
(X') haben, muas aber durch deren Schnittpunkte hindurchgehen. 
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Haben die Geraden (1), (2), (3), (4) zwei reelle Trans- 
versaleu (Ä) nnd (B) und die Geraden (2), (3), (4), (5) zwei 
reelle Transversalen {A') nnd {B'), so schneidet (£) sowohl 
(Ä) als (B), (L') aber (A') nnd (£'). In diesem Falle kann 
man also -die Lage der Geraden (L) und (i') direct bestim- 
men, nachdem man eine der oben aufgeführten Nebenbedin- 
gungen fSr (6) ai^nommen hat Jede dieser Bedit^nngen 
erfordert, dass (X) und {L') in derselben Ebene liegen. Jede 
in dieser Ebene liegende und durch den Schnittpunkt von (L) 
und (Z') gezogene Gerade bann man für (6) wählen. 

Wenn jede der Combinationen von je vieren der gege- 
benen fttnf Geraden (1), (2), (3), (4), (5) reelle Transversalen 
znlässt, so lassen sich fünf Gerade (i), {L'), [L"), {L"'), (L'^) 
bestimmen, die die Eigenschaft haben, dass jede von ihnen die 
Transversalen einer der Combinationen schneidet und überdies 
die ftir die Gerade (6) aufgestellte Neben bedingung erfüllt. 
Combinirt man diese Geraden zu je zweien, so kann man aus 
jeder dieser Combinationen die Lage eiuer und derselben Ge- 
raden (6) bestimmen. Hieraus folgt, dass die fünf Geraden 
(i), (L'), (L"), {L'"), {U") sämmtlich in einer Ebene liegen 
und sich in einem und demselben Punkte in endlicher oder 
miendlicher Entfernung schneiden müssen. Dieser Satz rührt 
von Sylvester her.*) 

Im Falle n = 6 ist in dem Schema (3) die Anzahl der 
Zeilen gleich der der Colonnen, so dass dasselbe nur eine De- 
terminante liefert; setzt man dieselbe gleich Null, so ergiebt 
sich eine Gleichung von der Form: 

Aa^ -^ Bb^ -\- Cc"" -\- Lk^ + Jf^«" + Nv^ = 0; (a) 
diese Gleichung zwischen den Coordinaten der Geraden (6) 
repräaentirt den Liniencomplex [£]. Unterwirft man die Ge- 
rade (6) der Nebenbedingnng, durch einen gegebenen PunM- 
M{Xi, yi, «i) zu gehen, so findet man leicht die Gleichung 
der Ebene, die alle Lagen der Geraden (6) enthält. Man 
braucht dazu nur in Gleichung (a) für die Coordinaten der 
, Geraden (6) die ihnen proportionalen Grössen 

*) J. J. Sylvester: „Sur rinvolation dea lignSB droites dons Tespace 
conaid^r^eg comme des axes de rotation." Compteg reudns des B^ncen 
de l'Äcad. dea scienceB (Paris 1S61), T. 62. Siehe auch Eiuenialik 8. 8S3. 
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{x - Xi), (y - y,), (e — ü,), 



ay 



einzusetzen, wenn x, y, s die variablen Goordinaten eines be- 
liebigen Punktes der Geraden (6) bedeuten. So erhält man 
die Gleichung: 

(J- Ms^ + J^y,)a:+ (B-Nx, + Le,) y -\- (C - Ly, -{■ Mx^)e 
= Ax, + liy^ + Ce,. (6) 

Ist die Nebenbedingung die, dass die Gerade (6) einer gege- 
benen Geraden (B) parallel sein soll, so hat man fOr a\ h^, c^ 
die Cosinus der Winkel zu setzen, welche {B) mit den Coordi- 
natenaxen bildet, und die Grossen ü^, (i^, v*' so zu bestim- 
men, dass sie der Gleichung (a) und der Gleichui^ 

genügen. 

Setzt man in Gleichung (a) 

ly^l' |sa;|' l^yl' 

SO ergiebt sich als Gleichung der, alle Lagen der Geraden (6) 
enthaltenden Ebene die folgende: 

(Nb''-Mc'')x-\-iLc''-Na'^-^{Ma''~Lb<')=Aa^-\-Bb''-\-Cc^. 
Ist endlich die Nebenbedingung die, dass die Gerade (6) 
in einer Ebene (P) 

ax + ßy -\- ys = d (c) 

li^en soll, so ergeben sich die Goordinaten des Punktes, durch 
welchen die Gerade (6) gehen muss, indem man die folgenden 
Gleichungen nach x^, y,, «, auflöst: 
{A^Me,-\-Nyi):(B — Nx^-\-Le,y.(C~Lyi-{~Mx,):{Ajx:,-\-Byi-i-Cis, 
= a:/3:y: *; 
dieselben drücken die Bedingung aus, dass die Gleichungen 
•(6) und (c) in X, y, s identisch sind. Der Punkt (»j, y,, e,) 
ist der Nullpunkt der Ebene (P) und jede in dieser Ebene 
durch ihn gezogene Gerade kann für (6) gewählt werden. 

Kennt man die Goordinaten der Geraden (6), so kann 
man die Verhältnisse der Kräfte aus den Gleichungen (3) er- 
halten. Bezeichnet A die Determioante (3) und Ar,, ihre 
Derivirte nach dßr r*" Horizontal- und s*™ Yerticalreihe, so 
hat man: 
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F:F':F": F"' : F^^ ; F^ 
^ Äi^i: Ai^i'. Ai,s- Ai_i: Äi,i: Äi^«. 
Dife Yertältnisse der Vectoren der Kräfte ergeben sich wieder 
aus den Proportioneu (11). 

69. Untersuchen wir nun das Gleichgewicht eines Kräfte- 
systems, bei dem die Anzahl der Kräfte grösser ist, als sechs. 

Bestimmen wir zunächst sieben Kräfte F, F', . . . F^^, so 
dasB sie im Gleichgewicht sind und dass die ersten sechs längs 
sechs gegebenen Geraden (1), (2), (3), (4), (5), (6) gerichtet 
sind. In diesem Falle kann die Bichtungsliuie (7) der letzten 
Kraft F^^ jede beliebige Lc^e im Räume haben; denn die 
sechs Gleichungen (2), S. 295, bestehen jetzt gleichzeitig bei 
beliebigen Werthen der Grössen a^', &", c", l^', (i^^, v", 
die die Bedingung 

erfailen. 

Bezeichnen A^, A^, . . . A^ die Determinanten sechsten 
Grades, die man dadurch erhält, dass man in dem Schema (3) 
der Reihe nach je eine Verticalreihe weglässt, so hat man: 

F:F' -.F" :...F*'^=Ay:Ai:A^:...A,. 
Auch hier ergeben sich die Verhältnisse der Kräfte wieder 
aus den Proportionen (11). 

Das gesuchte System der sieben Kräfte lässt sich folgen- 
dermassen constniiren. 

Man wählt die Gerade (7) willkürlich, nimmt auf ihr einen 
Punkt M an und construirt die Ebene (P), deren Nullpunkt 
in Bezug auf den von den fünf Stralen (1), (2), (3), (4), (5) 
bestimmten Complex [£} der Punkt M. ist, sowie die Ebene 
(P'), die in Bezug auf den von den fünf Stralen (2), (3), 
(4), (5), (6) bestimmten Complex {K'} den Punkt M zum Null- 
punkt hat. Nun bestimmt man die Schnittlinien der Ebenen (P) 
und (P') mit einer beliebigen durch die Gerade (7) gelegten 
Ebene Ö; es sei {A) die Schnittlinie von (P) und {Q), (A') 
die von (P') und (Q). Hierauf bestimmt man nach dem vori- 
gen § sechs Kräfte 

F, P,Q,R,~S,T, 

Somarr, ICechnik. IL 21 
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die läaga den Geraden (1), (2), (3), (4), (5), (Ä) im Gleich- 
gewicht sind, und ebeneo sechs Kräfte 

F, ^ F, w, W, r, 

die längs (2),^), (4), (5), (6), {Ä) im Gleichgewicht sind, wobei 
man T und T so wählt, dasa sie in M angreifen und sich 
in eine längs (7) gerichtete Kraft F^' =• T ■{- T' zusammen- 
setzen lassen. Diese beiden Systeme bilden offenbar zusammen 
ein System von sieben Kräften 

F,F' '^P+W, F" ='Q-\-W, T" =n-\-R', 
■F^y = S-^W, F^, F^ = f-{-r, 
die im Gleichgewicht xmä längs den'Geraden 
(1), (2), (3), (.*), (5), (6), 0) 
gerichtet sind. 

Ist die Anzahl » der Kräfte, die im Gleichgewicht sein 
sollen, grösser als sieben, so sind die Richtui^slinien und 
Grössen von zwei oder mehr Kräften willkOrlicb. 

Hat man die Richtungen und Grössen der Kräfte 

F^ F^" . . . F'"-" 
willkürlich angenommen, so kann man auch die Richtnngs- 
Knien (1), (2), (3), (4), (5), (6) der sechs übrigen Kräfte will- . 
kürlich wählen. Hierauf lassen sich, da man die Coordinaten 
der Ttichtnngslinieu aller Kräfte kennt, mit Hilfe der Glei- 
chungen (2) die Grössen der sechs Kräfte F, F', . . . F" als 
lineare Functionen der gegebenen Kräfte darstellen. Diese 
sechs Kräl^ lassen sich folgendermassen construiren. 

Man bestimmt, wie oben gezeigt wurde, sieben Kräfte 

F\, F„ Z, F^, F^, T^, W' 
die längs den Geraden 

(:), (2), (3), (4), (5), (6), (7) 
im Gleichgewicht, sind; femer sieben Kräfte 

F' F' F' F' F' F F^" 
die längs den Geraden 

(1), (2), C3), (4), (5), (6), (8) 
im Gleichgewicht sind, u. s. f.; endlich sieben Kräfte 
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J'("-'>, Fl'--''\ J^j'"-", J^'l"-'), Jft"-') Fi—n ir(»-i) 
die gleichfalls im Gleichgewiclit sind nnd zwar längs den Ge- 
raden (1), (2), (3), (4), (5), (6), (n); hierauf setat man die 
längs derselben Geraden gerichteten Kräfte zusammen, wodurch 
man die Kräfte 

F^T\-\-Fl-\ J^"- '">, 

F^Y^ + Fl-\ F^>, 



F" = F^ -\- F^ -\ Jf;—') 

erhält, die mit den Kräften F^', F™, . . . F'^'^ im Gleich- 
gewicht sind. 



Capitel "V". 

Aequivalenz der auf ein nnTerSnderlicheB Panktsyatem wirkeaden Kräfte. 

— Beduction einea Ei^ftoajBtema auf eine oder zwei Kräfte, — Specielle 

Fälle der Aequivalena der Kräfte. 

70. Zwei Kräftesysteme heissen äquivaleni, wenn jedem 
von ihnen ein und dasselbe Kräftesystem Gleichgewicht hält. 

Den einfachsten Fall der Äeqnivalenz biet«n zwei Kräfte 
dar, die einander geometrisch gleich und längs derselben Ge- 
raden gerichtet sind, aber an verschiedenen Punkten angreifen. 
Zwei solche Kräfte sind äquivalent, da eine und dieselbe, 
ihnen entgegengesetzt gleiche und längs derselben Geraden 
gerichtete Kraft jeder von ihnen Gleichgewicht hält. (Siehe 
§ 67, Fall n = 2.) 

Wenn zwei Kraftesysteme (a, a', . . .) und (6, h', . . ,) 
zusammen ein System von im Gleichgewicht befindlichen Kräften 
(o, a, ... h, b', . . .) bilden, so bilden die den Kräften des 
zweiten Systeme entgegengesetzt gleichen und läi^s denselben 
Geraden wie jene gerichteten Kräfte (— b, — b', . . .) ein dem 
ersten äquivalentes System^ denn das System {b, b', . . .) halt 
jedem von ihnen das Gleichgewicht. Hat man z. B. nach den 
im vorhergehenden Capitel dargelegten Methoden im Gleich- 
gewicht befindliche Kräfte F, F', . . . F'—^ bestimmt, so kann 
man zwei äquivalente Systeme 
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(F, W, ... !F>ö)j (_ jrim+i)^ _ JfS+l)^ , _ _ iiH--i)) 
bilden, indem man die Kräfte ^'"J, i^"H-'), . . , durch die 
ihBen entg^engesetzt gleichen und längs denselben Geraden 
(m + 1), (m + 2), ... (n) gerichteten Kräfte ersetzt. 

Im Falle n = 3 sind die Kräfte F, F" einer einzigen 

— F" äquivalent, deren Kichtungslinie (3) in der Ebene der 
Geraden (1) und (2) liegt und durch deren Schnittpunkt, m^ 
derselbe im Endlichen oder im Unendlichen liegen, hindurchgeht. 

Im Falle » = 4 sind die beiden Kräfte F, F" zwei Kräften 

— F", — F"' äquivalent, deren Bichtungslinien (3) und (4) 
mit den Geraden (1) und (2) vier Lagen einer Erzeugenden 
eines geradlinigen Hyperboloids darstellen. 

Sollen zwei Kräftesysteme äquivalent sein, so ist nothtffendig 
und genügend, dass ihre Hmiptvectoren tmd Hauphnomente für 
einen und denselben Ursprung geomefyisch gleich sind. 

In der That, sind A und B die Hauptvectoren, P und Q 
die Hauptmomente zweier Kräftesysteme (a, a', . . .), (6, h', . . .) 
für denselben Ursprung, so sind A — J? und P — Q der Haupt- 
vector und das Hauptmoment des Kräftesystems (a, a', . . ., 

— &, — V , . . .), das aus den Kräften des ersten Systems und 
den den Kräften des zweiten entgegengesetzt gleichen Kräften 
besteht. Zur Aequivalenz der beiden gegebenen Eräftesjsteme 
ist nun nothwendig und erforderlich, daas dieses dritte System 
im Gleichgewichte ist; diese Bedingung ist aber ausgedrückt 
durch die Gleichungen 

Ä — B = 0, P— § = 0, oder: 

Ä = B, p=e- 

Auf Grund dieser Bedingung ftir die Aequivalenz der Kräfte 
kann man ein gegebenes Kräftesystem auf ein einfacheres 
reduciren, nämlich auf eine einzige oder auf zwei Kräfte, die man 
gewöhnlich die Bestaunten des gegebenen Kräftesystems nennt 

71. Wenn ein gegebenes Kräftesystem F, F", F", ... 
einer Einzelkraft äquivalent sein, also nur eine Resultante 
haben soll, so muss der Hauptvector B des Kräftesystems 
gleich dem Vector der Eesultant« und das Hauptmoment K 
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des Systems gleich dem der Kesultante sein. Dies ist Dur 
dann mSglich, wenn der Hauptvector R nicht gleich Null, das 
Hauptmoment K aber entweder gleich Null oder zu R senk- 
recht ist; folglich ist das Hanptmoment K allgemein dadurch 
bestimmt, dass seine Projection auf den Hauptvector ver- 
schwinden muss, also durch die Gleichung 

Kcoa(KR) = 0. (1) 

Die beiden Bedingungen, dass der Hauptvector nicht gleich 
Null, die Projection des Hauptmomentes K auf ihn aber gleich 
Null sein muss, sind nicht nur nothwendig, sondern auch hin- 
reichend dazu, dass das Kräftesystem einer Einzelkraft äqui- 
valent sei. Denn wenn diese Bedingungen erfüllt sind, so 
läset sich eine Kraft bestimmen, deren Vector R und deren 
Moment K ist, d. h. eine dem gegebenen Kräftesystem äqui- 
valente. Kraft 

Ist K ^=0j so ist der Hauptvector R selbst die Resul- 
tante aller Kräfte. Ist aber K nicht gleich Null, so ist die 
Besaltante eine dem B geometrisch gleiche Kraft, in der zu 
K senkrechten und durch den Ursprung hindurchgehenden 
Ebene, mit einem Arme S^^- 1^^ kann daher allgemein 
sagen, dass die Resaltanie eine dem Hauptvector geometrisch 
gleiche, längs der Cmiralaxe gerichtete Kraft ist (s. § 64). 

Die Gleichung (1) zeigt, dass, wmn mn Kräftesystem einer 
Eimelhraft äquivalent ist, das Meinste Hauptmoment gleich Null 
ist, und umgekehrt: wenn <fets Meinste Hauptmoment gleich NuU 
vnd die geometrische Summe aUer Kräfk nicht gleieh Null ist, 
so ist das Kräftesystem einer Einkelkraft äquivalent. 

Bezieht man die Angriffspunkte der Kräfte auf ein recht- 
winkliges Axensystem Ox, Oy, Os, dessen Anfangspunkt der 
Ursprung der Argumente R und K ist, und bezeichnet man 
die Projectionen des Hauptvectors R auf |diese Axen mit A, 
S, C, die des Hauptmomentes K mit L, M, N, so lässt sich 
die Gleichung (1) in folgender Form schreiben: 
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AL + BM-\-CN=0 (8. § 65)j 
dabei können die drei Grössen Ä, B, C nicht gleichzeitig Null 
sein, da B nicht gleich Nnll ist. 

Da die Grössen A, B, C, L, M, N die Stralencoordi- 
naten der RichtungsUnie der Resultante sind, so ist: 

L = Cv-Bt, 

M=At-Ct, (2) 

N=Bi — A7}; 
dies sind ftir variable $, i], £ die Gleichungen der betreffenden 
Geraden; sie sind mit den Gleichungen (43), S. 393, welche 
die Ceutralaxe darstelleo, identisch, wenn die InTariante 

RK=AL + BM+GN 
gleich Null ist. 

Betrachten wir nun die bemerkenswerthestenKräftesjateine, 
die sich auf eine Einzelkraft als Resultante reductren lassen. 
73. Kräfte, die in einer Ebene liegen. Gesetzt, die Kräfte 
F, F', . . . liegen in derselben Ebene (P) und ihre geome- 
trische Summe SF sei nicht gleich Null. Wählt man als 
Ursprung für die Momente und Vectoren einen beliebigen 
Funkt der Ebene (i*), so ergiebt sich ein von Null ver- 
schiedener Vector B = SF. Die Momente aller Kräfte fallen 
in die im Punkte auf (P) errichtete Senkrechte nach der 
einen oder anderen Seite der Ebene. Daher failt; auch das 
Hauptmoment K^ SMF in diese Senkrechte, wenn es nicht 
gleich Null ist Da aber R in der Ebene (P) Hegt, so ist K 
senkrecht auf jB, d. h. die Bedingung (1) ist erfiJllt. Also 
lässt sich jedes System von Kräften, die in einer Ebene liegen, 
imma- dann auf eine Einzelkraß redudren, wenn die geometrische 
Summe aller Kräfte nicht gleich Null ist. 

Da die Momente MF, MF', ... in dieselbe Gerade fallen, 
so reducirt sich ihre geometrische Summe 2JMF auf eine 
algebraische SMF, in der jedes Glied die Fläche eines Parallelo- 
gramms darstellt, dessen gegenüberliegende Seiten die Kraft 
F selbst und ihr Yector VF sind. Diese Fläche ist gleich 
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dem Producte der Kraft F in den Arm, d. h. in das von 
auf die Richtungslinie der Kräfte gefällte Perpendikel. Die 
positiven Glieder in der Summe SMf rühren von denjenigen 
Kräften her, die für einen an K sich anlehnenden Beobachter 
nach rechts, die n^ativen von Kräften, die nach links hin 
wirken. Um also das Hauptmoment K zu bestimmen, hat 
man folgend er massen zu verfahren: man berechnet die Flächen 
der Parallelogramme, die die Momente aller Kräfte ausdrücken, 
bestimmt hierauf die Summe der Flachen, welche den nach 
der einen Seite hin wirkenden Kräften entsprechen, sowie die 
Summe der Flächen, die den im anderen Sinne wirkenden 
Kräften entsprechen, und subtrahirt die kleinere Summe von 
der grösseren; die Differenz giebt die Grösse des Hauptr 
momentes K und eine ihr gleiehwerthige von aus senk- 
recht zu (P) aufgetragene Strecke (nach der Seite hin, wohin 
die der grösseren Summe entsprechenden Momente gerichtet 
sind) repräsentirt das Hauptmoment K selbst. Die ßesultante 
aller Kräfte ist eine dem Hauptvector R geometrisch gleiche 
Kraft mit dem Arm 2 "" ^ • 

Nimmt man in der Ebene {P) rechtwinklige Coordinaten- 
axen Ox, Oy und eine zu (P) senkrechte Axe Oz an, so hat 
man in den allgemeinen Formeln des § 64 und § 65 zu setzen: 

^ = 0, / = 0, ... Z^Q, Z' = 0, ..., 

c=2;z = o,z, = 2:|^j| = o,Jif=2:|m = o, 

hiermit reducrren sich die Gleichungen (2) der ßesultante oder 
der Centralaxe (vergl. Gleichung (42), S. 292) auf die folgenden: 

£ = 0, K=B%-Ari, (3) 

mit A^'SX, B = SY. 

Hat man den Ursprung der Momente auf der Resultante 
gewählt, so wird K = 0, d. h. ZMF=(i; folglich hat die 
Richtungslinie der Resultante die Eigenschaft, dass die alge- 
braische Summe der Froducte ^der Kräfte m die von emem be- 
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Ikhigm Punkte dieser Geraden cmf sie geßllten Perpendikel gleich 
NiiU ist. 

In dem speciellen Falle von nur zwei Kräften F und F" 
sind dieselhen den von einem heliä}igen Punkte ihrer Restdtanle 
auf sie geßllten Perpendikeln proportional. 

Diese Eigenschaft erfordert offenbar, dass die Bichtungs- 
linien der Kräfte F und F" und ihrer Resultatite durch einen 
und denselben Faulet hindurchgehen, der in endlicher oder 
unendlicher Entfernung liegen kann, wie sich schon in § 66 
für den Fall « = 2 ergeben hatte. 

73. Paralldkräfte. Es sei ein System von Kräften F,!",... 
gegeben, die sämmtlich einer Geraden (l) parallel sind und 
deren geometrische Summe 2!F nicht gleich Null ist. Der 
Hauptvector B = £F ist dann, weiches auch der Ursprung 
sein mag, nicht gleich Null und ist dargestellt durch eine der 
Geraden (Q parallele Strecke gleich der Differenz der arith- 
metischen Summe der in dem einen und der arithmetischen 
Summe der in dem entgegengesetzten Sinne gerichteten Kräfte. 
Sein Sinn stimmt mit dem Sinne der. die grössere Summe er- 
gebenden Kräfte Uberein. 

Da die Eichtungalinie des Hauptvectora B mit den Bich- 
tungsiinien der Vectoren aller einzelnen Kräfte zusammen- 
fällt, 80 ist sie zu allen Momenten MF, MF', . . . senkrecht, 
so dass diese letzteren sämmtlich in einer zu B senkrechten 
Ebene liegen müssen; in diese Ebene fällt auch ihre geo- 
metrische Summe K = £JMF, wenn dieselbe nicht verschwindet; 
folglich ist das Hauptmoment E, wenn es nicht gleich Null 
ist, zu B senkrecht, also die Bedingung (1) erfiillt. 

Ein System von Kräften, die einer G&'oden paraUel sind, 
lässt sich also immer auf eine Einseikraft reduciren, wenn die 
geometrisdie Summe der Kräfte nickt verschwindet. 

Die Resultante ist geometrisch gleich dem Hauptvector 
B; folghch ist sie parallel der Geraden {t) und stimmt dem 
Sinne nach mit der grösseren der beiden arithmetischen Summen 
überein, die man durch Addition der in demselben Sinne ge- 
richtetan Kräfte erhält. 
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Wätlt man den Ursprung der Momente auf der ßicbtungs- 
linie der Resultante, so ist das Hauptmoment K gleich Null; 
daher wird auch die Summe der Projectioneii aller Momeote 
auf eine Axe ff, die beliebig durch einen solchen Ursprung 
gelegt ist, gleich Null, was sich durch die Gleichung (35), 



^^0 = 



ausdrücken läsat. 

Bezeichnet 8 das Perpendikel vom ÄngriSspunkte einer 
Kraft F auf die Ebene der Geraden ff und B, (dasselbe ist 
gleich dem kürzesten Abstände der Kraft F und der Axe ff 
von einander), so hat man (e. § 59): 

F{^l) = SF6m{Fö). 

Da aber F parallel B ist, so ist sin {Fa) ^ + sin (Ita), wobei 
das positive oder negative Zeichen gilt, je nachdem die Kraft 
F für einen Beobachter ff nach rechts oder nach links ge- 
richtet ist. Dadurch geht die obige Gleichung nach Division 
durch den allen Gliedern gemeinsamen Factor sin(üff) über in 

ZFS^O; 
hierin bezeichnet F die Grösse einer Kraft mit dem positiven 
oder negativen Zeichen, je nachdem sie von gleichem oder von 
entgegengesetztem Sinne wie R ist. Es ergiebt sich aus dieser 
Gleichung, dass, wenn man die Kräfte F, F", F", ... als 
positive oder negative, in ihren resp. Angriffspunkten concen- 
trirte Massen ansieht, die Summe der Momente dieser Massen 
bezfigUch jeder durch die Resultante jener Kräfte hindurch- 
gebenden Ebene gleich Null ist. Dies erfordert aber, dass 
die Richtungslinie der Resultante durch den Mittelpunkt {C) 
des Massensystems gehe. Bestimmt man also nach den in 
dem Abschnitte B der Geometrie der Massen gegebenen Regeln 
diesen Punkt und lässt in ihm eine dem Hauptvector geo- 
metrisch gleiche Kraft R angreifen, so ist diese die Resultante 
der Parallelkräfte F, F', . . . 
I %^I>er MitteJ^nkt eines SysUfms von Massen, die mit einem 
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System von Parallelkräften gleichwertkig und in den Än^ffs- 
punkten dies^ Kräfte concentrirt sind, heisst der Mitle^unkt der 
Farallelkräfte. 

Wenn die unyeränderlich imter einander verbunden ge- 
dachten Angriffspunkte der Kräfte eine beliebige Botations- 
verschiebung um den Mittelpunkt (C) erhalten, während die 
Kräfte F, F", . .. einer Geraden (f) parallel bleiben und ihre 
Grösse und Kichtung beibehalten, so liegt nach der Verschie- 
bung der Punkte der Mittelpunkt des neuen Syatems Ton 
Parallelkräften wiederum in (C); folglich haben die Kräfte 
dieselbe im Punkte (C) angreifende Resultante R. 

Wenn also Parallelkräfte ihre Grösse und Richtung bei einer 
Rotation tfer Angriffspunkte im» den Mittelpunkt dieser Kräfte 
beibehalten, so behält, die Resultante dieser Kräfte, die im Mittel- 
punkte cmgreift, ihre Grösse, ihre Richtung und ihren Angriffs- 
punkt bm. 

Die Existenz des Mittelpunktes der Parallelkräfte und die 
soeben bewiesene Eigenschaft desselben ei^eben sich auch aus 
den Gleichungen (2) der Resultante. 

Zerlegen wir zn diesem Zwecke die parallelen Kräfte in 
zwei Gruppen, nämlich in Kräfte von dem einen und in solche 
von dem entgegengesetzten Sin&e; es sei F eine Kraft der- 
jenigen Gruppe, die die grössere Summe liefert, F'*'' aber die 
Grösse einer beliebigen anderen Kraft, die als positiv oder 
negativ zu rechnen ist, je nachdem sie dem Sinne nach mit 
F übereinstimmt oder nicht; a, b, c seien die Cosinus der 
Winkel, welche F mit den rechtwinkl^en Coordinatenaxen 
Ox, Oy, Os bildet. Wenden wir nun auf den vorliegenden 
Fall die Formehi § 65, S. 292 und 293, an, so ergiebt sich 
R^£F, A = aR, B = bR, C = cR, 
L'=cEFy~h2:Fe, 
M=ai:Fz—cSFx, 
N^hSFx — aSFy, 
wodurch die Gleichungen (2) übergeben in 

c{Rri — EFy) = b{Bt — ^Fe) , 

a{Rt — 2:Fg) == c{Rk — £Fx), (4) 

b(Rl — SFx) = a{Rti—- SFy). 
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Diese Gleichungen zeigen, dass anf der Bichtungslinie der 
Resultante ein Fankt liegt, dessen Coordinaten 

t SFx £Fy . SFi ,_, 

sind. Aus den Formeln (3), S. 24, ist ersicbtlich, dass dieser 
Punkt der Mittelpunkt von Massen F, F, . . . ist, die sich in 
den Angriffspunkten {x, y, z), (x', y', s'), ... der Parallel- 
ktäfte befinden. 

Da die Coordinaten (5) den Gleicbungen (4) für alle 
Werthe von a, b, c genügen, so muss sich die Gerade (4) um 
den durch die Coordinaten (5) bestimmten Punkt C drehen, 
wenn die Kräfte F, F", . . ., ohne ihre Grösse zu ändern und 
indem sie einander parallel bleiben, steh um ihre respectiven, 
fest bleibenden AngrifFspunlite drehen. Statt einer solchen 
Drehung der Kräfte kann man aber auch das System der An- 
griffspunkte der Kräfte um den Mittelpunkt C rotiren lassen, 
ohne die Grösse und Richtung der Kräfte zu ändern. 

Man sieht aus den Formeln (5), dass man zur Bestimmung 
des Punktes G statt der Massen F, F", . . . auch andere ihnen 
proportionale Massen wählen kann; daher ändert sich der 
Mittelpunkt der Parallelkräfte nicht, wenn diese Kriifte sämmt- 
lieh in demselben Verhältnisse wachsen oder abnehmen. 

Man kann die Kräfte, ohne ihre Wirkung zu ändern, 
durch andere ersetzen, die an anderen, beliebig auf ihren 
Richtungslinien gewählten Punkten angreifen; dadurch ver- 
ändert sich aber die Lage des Mittelpunktes C. Es kann also 
ein und dasselbe System von Parallelkräften unendlich viele 
Mittelpunkte haben, entsprechend den verschiedenen Lagen der 
Angriffspunkte; alle diese Lagen des Mittelpunktes C liegen 
aber auf einer Geraden, nämlich auf der Richtungslinie der 
Resultante. 

74. Der Sckwerpwikt. Jeder w^bare materielle Funkt 
wird von allen übrigen materiellen Punkten, die unserem Pla- 
neten und den Himmelskörpern angehören, angezogen, und 
zw^ nach dem Newton'schen Gesetze umgekehrt propor- 
tional dem Quadrate der Abstände und proportional den Massen. 

Gehört der angezogene Punkt zu den in der Nähe der 
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Erdoberfläche befindlichen Puiüiten, so iat wegen seiner grossen 
Entfernung von den Himmelskörpern deren Einwirkung auf 
ihn sehr gering im Vergleich zu der Wirkung der Masse des 
Erdsphäroids nnd der auf oder in der Nähe der Erdoberfläche 
befindlichen £orper und kann daher vernachlässigt werden. 

Die Resultante aller der Kräfte, mit welchen das Erd- 
sphäroid und die in dessen Mähe befindlichen Körper vrirken, 
ist normal zu der Niveaufläche, welche sehr nahe mit der 
Oberfläche des Sphäroids selbst zusammenfällt und näherungs- 
weise als eine Kugelfläche, oder genauer als Oberfläche eines 
an den Polen abgeplatteten Umdrehuugsellipsoids angesehen 
werden kann. 

Welches aber auch diese Niveaufiäche sein mag, so bilden 
doch immer die Kräfte, mit denen das ganze Erdsphäroid die 
materiellen Punkte eines irdischen Körpers anzieht, dessen 
Dimensionen im Yei^leich zu denen des Spbäroids sehr klein 
sind, äusserst kleine Winkel mit der Normale der durch irgend 
einen Punkt des Körpers gehenden Niveaufiäche. Man kann 
daher diese Kräfte annähernd als Parallelkräfte von gleichem 
Sinne betrachten. 

Da femer die Beschleunigungen, mit welchen die mate- 
riellen Elemente eines Körpers fallen würden, sehr wenig von 
einander verschieden sind, so können sie als annähernd gleich 
angesehen werden, so dass die sie hervorbringenden Kräfte 
als annähernd proportional den entsprechenden kleinen Körper- 
elementen zu betrachten sind. Die Resultante dieser Parallel- 
kräfte macht das Gewicht des betreffenden Körpers aus; ihr 
Mittelpunkt heisst der Schwerpunkt des Körpers. 

Ist m die wägbare Masse eines Körpers, dm eines ihrer 
Elemente und g die Beschleunigong seines Falles (die man 
gewöhnlich die Sdiwerkraß nennt), so ist gdm eine jener 
Farallelkräfte oder das Giewicht des Elementes dtn, während 
gm='fgdm das Gewicht des ganzen Körpers darstellt. Be- 
zeichnet man in Bezug auf die Äxen Ox, Oy, Oz die gerad- 
linigen Goordinaten des Elementes dm mit x, y, g, die des 
Schwerpunktes mit a, ß, y, ao hat man nach den Formeln (5): 
„ ^ ßsdm ^ ßgdm ^ fzgdm 

am ' " an» ' "^ am ' 
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jydm Jsdm 



Nach diesen Formeln bestimmt sich aber auch der Massen- 
mi/^e/pun^j oder der Trägheitsmiitelpunkt von m (s. die For- 
meln (4), § 13 der Einleitung in die Statik nnd Dynamik und 
§ 18 der Statik); folglich fUlit der Schwerpunkt eines Körpers 
mit seinem Trägheitsmittelpunkt zusammen. 

Die Methoden zur Bestimmung der Lage dieses Punktes 
in verschiedenartigen Körpern sind in dem Abschnitte B der 
Einleitung in die Statik und Dynamik behandelt. 

Das Gewicht gm eines Körpers kann man durch eine im 
Schwerpunkte beginnende und längs der Normale der Niveau- 
ääcbe, d. h. längs der Verticale gerichtete Strecke darstellen. 

Nach der im vorigen § bewiesenen Eigenschaft des Mittel- 
punktes paralleler Kräfte ändert sieb die Grösse und Lage 
dieser Strecke nicht, wenn der Körper um seinen Schwerpunkt 
rotirt. Hat man also durch Versuche zwei Gerade bestimmt, 
die im Körper die Richtungen der Schwere darstellen, so er- 
giebt sich der Schwerpunkt als Schnittpunkt dieser Geraden. 

76. Kräfte, die durch denseB)en Punkt gehen. Ein System 
von Kräften F, F", . . ., die alle durch einen und denselben 
Funkt hindurchgehen, lässt sich auf eine Einzelkraft redu- 
ciren, die durch den Uauptvector ü für als Ursprung dar- 
gestellt ist Denn für diesen Ursprung ist das Moment jeder 
Kraft, als« auch das Uanptmoment K gleich Null. 

Als Beispiel für Kräfte, die durch einen Funkt gehen, 
können die Kräfte dienen, mit denen ein Punktsystem von 
einem Funkte angezogen oder abgestossen wird. Es sei m 
eine continuirliche, vollkommen starre Masse, die von einem 
Punkt angezogen wird. Infolge des Gesetzes der Gleichheit 
von Action und Reaction sind alle diese Anziehungskräfte den 
Kräften, mit denen die Elemente der Masse m den Punkt 
anziehen, entgegengesetzt gleich; daher ist die Resultante der 
letzteren, wenn man sie im umgekehrten Sinne nimmt, die 
Resultante R der Anziehung der Elemente der Masse m durch 
den Funkt 0. 
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Gesetzt z. B., es sei m die Ma«8e einer Kngelechicht, 
die yoD zwei Eugeln begrenzt wird, deren Mittelpunkte in 
C liegen, und es sei die Dichtigkeit eines Elementes dm con- 
staut oder eine Fanctioo seines Abstandes tob C. Nach § 28 
ist die Kraft, mit welcher die Masse ni einen äusseren Funkt 
anzieht, gleich ,_, und längs der Geraden OC von nach 
C hin gerichtet. Daher ist auch die Besaltante der Kräfte, 
mit denen der Punkt die Massenelemente von m anzieht, 
gleich -^j^ , aber längs der Geraden CO im Sinne von C nach 
hin gerichtet; als Angrifilspnnkt dieser Kraft kann man 
jeden Punkt dieser Geraden wählen. Nimmt man C als An- 
grifispnnkt, so zieht die ganze Masse m wie einen einzigen 
Punkt an, der in C liegt und die Masse m besitzt. 

Die Kräfte, mit denen ein im Inneren der H&hlnng der 
Kngelschicht befindlicher Punkt die Massenelemente der 
Schicht anzieht, halten sich Gleichgewicht. 

Die Anziehungskräfte eines in der Masse m selbst ge- 
legenen Punktes reduciren sich auf eine Kraft -^^ längs CO, 
wobei m' der in einer Kugel vom Radius CO und vom Mittel- 
punkte C enthaltene Theil der Masse m ist 

Wenn die Schicht m von einer anderen Schicht m' an- 
gezogen wird, die von zwei Kugelflächen, deren Mittelpunkt 
C ist^ eingeschlossen wird, und wenn dabei die eine Masse 
ausserhalb der anderen liegt, so schneiden sich ^ie Kiäfte, 
mit denen die Massenelemente von m' die ganze Masse m an- 
ziehen, nach dem Vorigen in einem Punkte C nnd haben so- 
mit eine durch diesen Punkt gehende Resultante B. Die 
Kraft, mit der die ganze Masse tn von einem einzelnen Ele- 
mente dm' angezogen wird, ist — j— , wenn r den Abstand 
des Elements dm' vom Funkte C bedeutet. Die Resultante R 
ist gleich qt^, d. h. gleich dem Troducte der Jlfasse« Jmder 
Schickten, dividirt durch das Quadrat des Abstandes ihrer Mittel- 
punkte; die Verbindungslinie der letisteren gi^i/t euglei<A ihre 
Richtung an. 
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Die Kräfte, mit denen die Maaseuelemente von m die 
ganze Masse m' anziehen, reduciren sich auf eine der Resul- 
tante R entgegengesetzt gleiche Kraft. Daher hat man den Satz; 

Zwei von concerttrischen Kugelfläcbffn hegrenete Kugdschickten 
oder swei VoUkugeln, deren Dichtigkeiten enhoeder constant oder 
Functionen 'der Abstände der ent^itrechenden Elemente von den 
MittelpunJUen der Sdiichten sind, ziehen sich so aii, ais wären 
ihre Massen in ihren Trägheitsmiüelpunkten concentrirt. 

Dieser Satz ist im Allgemeinen auf andere Massen nicht 
anwendbar; denn die Resultante der Kräfte, mit denen die 
Elemente der Masee m den Funkt anziehen, geht nicht 
immer durch den Trägheitsmittelpunkt der Masse m, und die 
Kräfte, mit denen die Elemente der Masse m von den Ele- 
menten einer anderen Masse m', von deren drei Dimensionen 
keine unendlich klein ist, angezogen werden, lassen sich nicht 
immer auf eine Einzelkraft reduciren. 

76. Es sei ein Funkt, der die Elemente einer Masse m 
nach einem beliebigen Gesetze anzieht oder abstösst, C der 
Trägheitsmittelpunkt von m, Ox, Oy , Oz ein rechtwink%es 
Aiensystem von der Lage, dass Ox in OC fällt, x, y, z die 
Goordinaten eines Elemente dm bezüglich dieser Axen, r der 
Abstand des Elements dm vom Funkte 0, f(r) die Function, 
welche das Anziehungs- oder Abstossungsgesetz ausdrückte 
Die Frojectionen der Resultante R aller Kräfte, mit denen der 
Punkt O auf die Masse m einwirkt, sind durch die folgenden 
Integrale dargestellt: 

A~+Jf(r)'dm,B-+ff(r) ^dm, 0-+Jf(r)^dm. 

In dem speciellen Falle f{r) = r, d. h. wetm die Ehmentar- 

kräfie der ersten Potenz der Abstände proportional sind, hat man: 
A = + Jxdm == + m . OC, 
B-=+fydm, C=+fzdm. 

Da für jede durch den Massenmittelpunkt gehende Ebene die 

Sunune der Momente gleich Null ist, hat man 
B = 0, C=0; 

folglich ist die Resultante M gleich m . OC und hat die Rich- 
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tuDg der Axe Ox, A. h. sie fällt in eioe Glerade, die dorcli 
den TrägheitBmittelpiiiikt der Masse gehi Wem also die 
Moleeular-Anetehung oder -Äbstossung der ersten Fotem des Ab- 
Standes der Molecüle von einander proportional ist, so wird jede 
Masse von einem Punkte g&-ade so angezogen, als icenn die 
Masse in ihrem Trägheitsmittelpunkte concen^rt wäre. Für eine 
andere Form der Function f(r) und eine beüebige Masse m 
sind im Allgemeinen die Functionen ü und C nicht gleich 
Null, so dass also im Allgemeinen die KichtuDg der Resul- 
tante E nicht mit der durch den Trägheitsmittelpunkt der 
Masse gehenden Geraden Ox zusammenfällt. 

Liegt der Punkt 0, in dem sich die Richtnngslinien der 
Kräfte schneiden, unendlich weit entfernt von den Angriffs- 
punkten der Kräfte, so werden die Kraftrichtungen einander 
parallel und die Biesultant« geht durch den Mittelpunkt dieser 
K^fte. Bei sehr grosser Entfernung des Punktes von den 
Angriffspunkten der Kräfte F, I", . . . muss daher die Gerade 
R einen sehr kleinen Winkel bilden mit der Verbindungslinie 
des Punktes mit dem Mittelpunkte eines Systems von Massen, 
die den Kräften F, F", . . . gleich sind und sich in den An- 
griffspunkten dieser Kräfte befinden. 

Wenn die Masse m von einem Punkte angezogen wird, 
der sich in sehr grosser Entfernung OC von dem Massen- 
mittelpunkte C (im Vergleich zu den Dimensionen der Masse) 
befindet, so kann man näherungsweise annehmen, dass die 
Resultante H der Anziehungskräfte durch C hindurchgeht und 
gleich mf{OC) ist, wenn /"(»■) das Gesetz der Anziehung aus- 
drückt; denn mau kann die Kräfte, mit denen der Punkt 
die Massenelemente von m anzieht, näherungsweise ansehen als 
parallel und als gleich den entsprechenden Elementen, multi- 
plicirt mit einer und derselben Grösse ({OC). 

Wird die Masse m von der Masse m' angezogen und liegen 
die Mittelpunkte C und C dieser Massen in sehr grosser Ent- 
fernung von einander (im Vergleich zu den Dimensionen der 
Massen), so kann man alle Kräfte, mit denen die Elemente 
der Masse m' die Masse m anziehen, näherungsweise als sich 
im Punkte C schneidend ansehen. Die Kraft, mit der ein 
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Element dm' Jie Masse m anzieht, ist dann gleich mf{r)dm', 
wo r den Abstand des Elements dm' von C bezeichnet. 

Man kann annehmen, dass diese Kräfte annähernd in die- 
selbe Gerade CC fallen und dass r = CC ist; infolge dessen 
kann man als KeBaltante aller Kräfte, mit denen die Masse m die 
Masse m anzieht, eine Kraft annehmen, die gleich mm' f{CC) 
und längs der Geraden CC im Sinne von C nach C hin ge- 
richtet ist Die ihr entgegengesetzt gleiche Kraft repräsen- 
tirt dann annähernd die Besnltante der Kräfte, mit denen die 
Masse m' von der ganzen Masse m angezogen wird. 

Da die Dimensionen der Sonne, der Planeten und ihrer 
Trabanten, sowie der übrigen Himmelskörper im Vei^Ieich 
zu den gegenseitigen Abständen ihrer Massenmittelpunkte sehr 
klein sind, so kann man annähernd die abgeleiteten Sätze auf 
diese Körper anwenden; ferner kann man wegen der kugel- 
förmigen Gestalt der Sonne, der Planeten und ihrer Trabanten 
die Mittelpunkte ihrer Volumina annähernd als ihre Massen- 
mittelpunkte annehmen, wenn man voraussetzt, dass ihre Masse 
homogen oder in concentrischen Schichten gleichmässig nm 
den Mittelpunkt vertheilt ist 

77. Wenn die Sichiungslinien aller Kräfte F, F', . . . 
eine Gerade (l) im Endlichen oder im Unendlichen schneiden 
und wenn der Hauptvector R für irgend einen Punkt dieser 
Geraden als Ursprung in sie hineinfällt, so haben die Kräfte 
eine der Geraden (l) parallele oder mit ihr zusammenfallende 
Einzelkraft zur Resultante. Denn fQr ii^end einen Punkt 
von (l) als Ursprung werden alle Momente MF, MF', . . . 
senkrecht zu (l); folglich ist die geometrische Summe K^ £MF 
entweder gleich Null oder gleichfalls senkrecht zu (/), also 
das Hauptmoment K senkrecht zu B. 

Die Resultante ist in diesem Falle eine Kraft, die K zum 
Moment hat und geometrisch gleich dem Hauptvector R ist. 

78. Wie in § 68 bei dem Falle n = 3 bewiesen wurde, 
lässt sich jede Kraft in zwei Kräfte zerlegen; die Richtunga- 
linien dieser Gomponent«n müssen mit der gegebenen Kraft 
in derselben Ebene liegen und deren Richtungsliuie in einem 
und demselben Punkte in endlicher oder unendlicher Entfer- 

Somoff, Uecbuili. U. 23 
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aung sclmeideii, können aber sonst beliebig gegeben sein. 
Man kann aber auch jede Kraft F in drei Kräfte zerlegen, 
die längs den Seiten eines beliebigen, in einer durch F gehen- 
den Ebene gelegenen Breiecks ABC gerichtet sind. 

Um dies zu beweisen, verlegen wir die Kraft F an den 
Schnittpunkt ihrer Richtungslinie mit einer der Seiten des 
Dreiecks, z. B. an den Schnittpunkt D mit der Seite BC, 
d. h. wir ersetzen die Kraft F durch eine ihr geometrisch 
gleiche, im Punkt D angreifende Kraft, vmd zerlegen sie hier 
in zwei Kräfte a und S, so dass a längs BC und S längs 
DA gerichtet ' ist. Hierauf verlegen wir die Kraft S nach A 
und zerlegen sie hier in zwei längs AC und AB gerichtete 
Kräfte ß und y. Hierdurch ergeben sich drei längs den Seiten 
BC, AC, AB des Dreiecks gerichtete Kräfte a, ß, y, die der 
gegebenen Kraft F äquivalent sind. Eine der EJi^fte ß, y 
wird gleich Null, wenn der Funkt JD mit einer der Ecken 
B, C zusammenfällt; fallt z. B. jD mit B zusammen, so wird 
ß=^0, und J^ zerlegt sich unmittelbar in die beiden längs 
BC und BA gerichteten Kräfte a und y. 

Irgend drei längs den Seiten eines gegebenen Dreiecks 
ABC gerichtete Kräfte können nicht im Gleichgewicht sein; 
denn die Resultante ß -\- y von zweien von ihnen kann der 
dritten a nicht entgegengesetzt gleich sein. Ist die geometrische 
Summe a -\- ß -\- y nicht gleich Null, so haben die drei Kräfte 
eine Hesultante F, die man findet, wenn man die Resultante 
zweier der Kräfte mit der dritten zusammensetzt. 

Bei der Zerlegung einer Kraft F in drei längs den Seiten 
eines gegebenen Dreiecks gerichtete Kräfte a, ß, y wollen wir 
dieselben als positiv betraciiten, wenn sie in demselben Sinne 
gerichtet sind, wie die Seiten BC, CA, AB, d. h. die erste 
im Sinne von B nach C, die zweite von C nach A, die dritte 
von A nach J?; dagegen sollen die Kräfte als negativ ange- 
sehen werden, wenn sie den entgegengesetzten Sinn haben, 
so dass z. B. a eine mit negativem Vorzeichen zu versehende 
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Kraft bedeuten soll, wenn sie im Sinne von C nacb 5 ge- 
:^ichtet ist 

Kennt man die Grossen und Vorzeichen von a, j3, y, so 
kann man die ßichtungslinie (2) von F construiren, und zwar 
folgendermaasen. Man bestimmt den Schnittpunkt D der Ge- 
raden BC mit der Resultante von ^ und y, sowie den Schnitt- 
punkt E der Geraden CA mit der Resultante von y und a 
und zieht die Verbindungslinie DE\ dies ist die gesuchte Ge- 
rade {]). Man kann daher die drei Grössen a, ß, y als Coor- 
dinaten der Geraden [l) betrachten; dieselben treten als Coef- 
ficienten in der Gleichung der Geraden (l) auf, wenn man zur 
Bestimmung der Lage eines Punktes in der Ebene ASG das 
in § 65 der Kinematik besprochene Coordinatensystem wählt. 

Es seien q„ q^, g^ die kürzesten Abstände eines Punktes 
M von den Geraden SC, CA, AB, und zwar derart mit po- 
sitivem oder negativem Vorzeichen versehen, dass sie für die 
Ecken des Dreiecks positiv werden; z. B. sei q^ positiv, wenn 
M mit A zusammenfällt und auch überhaupt, wenn diese bei- 
den Punkte auf derselben Seite von BC liegen. Auf Grund 
der in § 72, S. 327, bewiesenen Eigenschaft von Kräften, die 
in derselben Ebene liegen, hat man für jeden Punkt der Ge- 
raden (l) die Beziehung 

«2i + (5ffa + J'2a=0; 
dies ist also die Gleichung der Geraden (/). 

Ist umgekehrt die Gleichung 

«ä-i + ßSi + y?» = 

als Gleichung einer beliebigen Geraden (l) gegeben, so kann 
man die Coefficienten a, ß, y als die Grössen dreier, längs 
den Seiten des Dreiecks ABC gerichteter Kräfte ansehen, die 
einer längs (ü) gerichteten Kraft F äquivalent sind. Die 
Grösse dieser Kraft ist durch die Formel 

F =ytt^ -j- ^ ■{- f — 2ßy cos A — 2ya eoB B — 2ttß coa C 
ausgedrückt, worin A, B, C die inneren Winkel des Dreiecks 
ABC bedeuten. 

Sind $1, $j, 3g die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
in der Ebene ABC und wählt man diesen Punkt als ür- 
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sprang der Momente, so ist aq^ -j- ßg^ -\- yq^ die Summe der 
Moment« der drei Kräfte a, ß, y und musa daher gleich dem 
Momente der Kraft F sein. Aus dem Vorzeichen dieser Summe 
bestimmt sich der Sinn der Kraft, d. h. die Seite, nach welcher 
F fttr einen im Punkte befindlichen und auf den Angriffs- 
punkt von F hinschauenden Beobachter hingerichtet ist. 
Bezeichnet A den Arm der Kraft F, ao ist 

*-±i(''s. + (* «. + »)• 

Ist längs derselben Geraden (t) noch eine zweite Kraft F" 
gerichtet, die sich in drei längs den Seiten des Dreiecks ASC 
gerichtete Iträfte a', ß', y zerlegen lässt, so ist 

v-+«5, r-±^T, )''-+i'5> 

wo das positive oder negative Zeichen gilt, je nachdem F und 
F' dem Sinne nach übereinstimmen oder nicht. 

Es sei F, F" , F", ... em in der Ebene des Dreiecks 
ASC gelegenes Kräftcsystem und «<*', ß^'\ y*'> die der Kraft 
i-'t'' äquivalenten, längs den Seiten SC, CA, AS jenes Drei- 
ecks gerichteten Kräfte. 

Wenn die drei algebraischen Summen 

a + k' + a" H Ha, 

ß ^ ß'^ß" + ...=. Sß, 

y + y'-\-y"-] Zly 

nicht gleich Null sind, so ei^eben sie drei längs den 
Seiten des Dreiecks ASC gerichtete Kräfte, die der Resul- 
tante B der gegebenen Kräfte äquivalent sind. Die Gleichung 
der Bichtungslinie dieser Resultante ist 

q,Za-i-q,2:ß + q,2Y^0, 

und die Grösse der Resultante ist ausgedrückt durch die Formel : 

E = [{2Jay + {Sß-f + [Syy - 2{£ß)(2:y) cos A 

— 2{2:y)(£a) cos B — 2(Z«){£^) cos C]i 
Das Trinom 

q^Sa + q,£ß + q^2^y 
stellt die Grosse des Moments der Resultante dar, d. h. die 
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Grösse des Hauptmomentes K für den Ursprung (g",, g,, jg). 
Das YorzeicheQ dieses Auadracks bestimmt den Sinn der Re- 
sultante auf der Geradea (/). 
Es seien 

aq^ + ft^j + «'Sa = , 

"■'ai + Vii + «'9-3 = 0, 



die Gleichungen der Bichtungslinien (J), (l'), (l"), . . . der ge- 
gebenen Kräfte y, ~F',F^,...; femer seien P, F, P^', ... 
fingirte Kräfte, die längs denselben Geraden gerichtet sind und 
sich nach den Seiten des Dreiecks ABC resp. in die Kräfte 
{a, b, c), (a', h', c), (a", h", c"), . . . zerlegen lassen. Nach 
dem Früheren ist dann: 

folglich: 

In dieser Weise kann man auf analytischem Wege die Ke- 
sultante eines gegebenen, in einer Ebene gelegenen Kräfte- 
systems finden. 

79. In § 69 haben wir gesehen, dass sich sieben im 
Gleichgewicht befindliche Kräfte bestimmen lassen, die längs 
sieben gegebenen, von einander unabhängigen Geraden (1), 
(2), ... (7) gerichtet sind; dabei ist die Grosse der einen die- 
ser Kräfte, F, willkürlich. Die dieser letzteren entgegengesetzt 
gleiche Kraft ist den übrigen sechs Kräften äquivalent. Man 
sieht hieraus, dass sich jede Kraft in sechs Kräfte zerlegen 
lässt, die längs g^ebenen Geraden gerichtet sind. 

Der einfachste und bemerkenswertheste Fall einer solchen 
Zerlegung ist die Zerlegung einer Kraß in sechs Kräfte, deren 
mchUmgslinien die Kanten eines geg(^enm Tetraeders sind. 

Es sei F die gegebene Kraft und ABCD ein beliebiges 
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Tetraeder. Die Kiclitungslinie von F musB jedenfklla eine der 
Seitenflächen des Tetraeders treffen. Gesetzt^ sie träfe die Seite 
A'BC im Punkte £, Wir verlegen dann die Kraft F nacli 
F und zerlegen sie hier in zwei Kräfte P und Q, ao dass P 
in FD fällt, Q aber in eine Gerade der Ebene ABV\ hier- 
auf verlegt man die Kraft P nach dem Punkte J) und zer- 
legt aie in drei Kräfte längs den Kanten DA, DU, DC; die 
Kraft ^ aber zerlegt man, wie im vorigen § gezeigt wurde, ■ 
in drei Kräfte längs den Seiten des Dreiecks ABC. Dadurch 
erhält man längs den Kauten des gegebenen Tetraeders ASCD 
sechs Kräfte, welche ein der Kraft F äquivalentes System 
bilden. 

Bezeichnen wir nun mit a,, ft,, c^ die Kanten DA, DD, DC, 
im Sinne von D nach A, B, C bin genommen, nnd mit 
Og, ig, Cj die Kanten BC, CA, AB im Sinne von links nach 
rechts für einen auf der Ebene ABC stehenden Beobachter, 
dessen Kopf in D ist; femer seien or,, /S^, y^ die Componen- 
teu der Kraft P und a^, ß^, y^ die der Kraft Q, mit + oder 
— genommen, je nachdem ihr Sinn mit dem Sinne der ent- 
sprechenden Kanten o^, &,, Cj, Kl,, &g, c^ übereiustimmt oder nicht 

Diese sechs, der gegebenen Kraft F äquivalenten Kräfte 
''^11 ßu Vit "»1 ßtt Yi lassen sich mit Hilfe der relativen 
Momente 



C). C). (0. Q. 



welche die Richtungslinie von F mit den Kanten des Tetra- 
eders AB CD bildet, ausdrücken. 

Nach dem Obigen ist nämlich das Moment der Resul- 
tante in Bezug auf eine beliebige Äse gleich der Summe der 
Momente der ibr äquivalenten Kräfte in Bezug auf dieselbe 
Äse; folglich ist: 

Beachtet man aber, dass das relative Moment zweier in der- 
selben Ebene gelegener Geraden gleich Null ist, so hat man 

(j)=«.Q)-=o.(;')=o,(^-)=o.(;-)=o, 

also: 
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Bezeichnet V das Volumen des Tetraeders ABCD, so ist 
nach § 59 

so dasB man findet: 

"2 ~ V \a,)- 
In ähnlicher Weise lassen sich alle der Kraft F äquivalenten 
Kräfte Ui, ßi, ;>,, a^, ß^, y^ ausdrucken; es ist nämlich: 



Fa,a^ /F\ , Fb,b, {F\ Fc,c,/i'\ 

Fa,a^/F\ . Fb,b, (F\ Fc,c {F\ 



(6) 



Zwischen diesen sechs Grössen besteht eine Gleichung, welche 
ausdrüclitj dass die Kräfte P und Q in dei-selben Ebene liegen. 
Es seien a^, ß^, y, die Componenten einer beliebigen, im 
Punkte D angreifenden Kraft f längs den Kanten a^, (,, c,, 
und «g, ßf, y^ drei längs den Kanten a^, \, c^ wirkende 
Kräfte, die einer beliebigen in der Ebene A'BC wirkenden 
Kraft Q äquivalent sind. Soll nun das System der Kräfte P 
und Q dem Kräftesystem 

«i> A, Yx, «.. h, yt (7) 

äquivalent sein, so müssen beide Systeme einen gemeinsamen 
Hauptvectot Ü und ein gemeinsames Hauptmoment K, daher 
auch eine gemeinsame Invariante B,K haben; folglich muss 
nach Formel (39), S. 289, das relative Moment Pö{q) gleich 
der Summe der relativen Momente der Kräfte (?) sein. Beachtet 
man femer, dass das relative Moment zweier in derselben 
Ebene gelegener Kräfte gleich Null ist, so folgt die Gleichung: 

?«©=«.«.ü+ftA(:;) + »',..(^) 

Damit die beiden Kräfte P und Q eine einzige Kraft F zur 
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Resultante haben, ist erforderlich, dass eie in einer Ebene 
liegen; es musa daher (/i)'=0 sein, woraus sich die zwischen 

den sechs, der Kraft F äquivalenten Kräften bestehende Glei- 
chung in der folgenden Form ergiebt: 

5-:: +!:-!+»=<'• w 

Diese Gleichung kann übrigens in einem Falle erfüllt sein, in 
welchem P und Q zwar in derselben Ebene liegen, aber 
gleichwohl keine Ilesultante F geben, nämlich in dem Falle, 
dass P und Q zwei parallele und gleiche Kräfte von en^egen- 
gesetztem Sinne sind. 

Mit Hilfe der Formeln (6) lässt sich Gleichung (9) auf 
die folgende Form bringen: 

«.«.(f:)C)+'A(0{0+'"^(:) (:)-«>('») 

es ist dies eine Relation zwischen den relativen Momenten, 
welche die Richtnngslinie von F mit den Kanten des Tetra- 
eders ABCB bildet. 

DieVerhältnisse^V, j., t'-jy/j %> ]^ in Verbindungmitder 
Bedingaig (8) oder die Grössen (f;), (f'), Q, Q, Q, Q 
mit der Bedingung (10) können als Coordinaten der Rich- 
tungslinie der Kraft F gewählt werden. 

Caylej*) und Zeuthen**) bedienten sich derartiger 
Stralencoordinaten statt der Plücker'schen in ihren Unter- 
suchungen über die Complexe. Diese Coordinaten lassen sich 
leicht als Functionen der Plücker'schen darstellen. 

Es seien x, y, s geradlinige, rechtwinklige Coordinaten 
irgend eines Punktes der Richtnngslinie der Kraft F\ X,Y,Z 
die Projectionen von F auf die Coordinatenaxen; 

f*!,!) 6l,*( Cl,X, (h.Xt ^»,IJ ''i.I 

*) Transactioiu of the Cambridge PhiloBOphical Sociei;, VoL XI, 
Part II. 

**) Math. Annalen vod ä. Clebach nnd Neumoim, I. Bd. (1669), S. 433. 
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die Projectionen der Kauten «,, 6^, Cj, Og, 6^, c^ auf die 
Axe der x; 

«l.i» ^l,S> ^i.V! «*,!!» ^i,Vr <^i,v 

ihre Projectionen auf die Äxe der y; 

«1,., \i, Ci,,, 02,,, &8,j, Ci,, 

ihre Projectionen .auf die Axe der s. Nach Formel (27), 
S. 281, ist 

X Y Z \ 
Fa. { 1 ^ «1 r «1 :/ ai 1 I 1 
a; 1/ s I 
worauB folgt: 

F.-r5.[»'.-liz| + '"..UJ! + »'-[lr|]- 

Aehuliche Ausdrücke ergeben sich för die Grössen 

F > F' F ' F' F 
' 80. Es sei F, F', ... ein beliebiges Kräftesjstem. "Wir 
ersetzen jede dieser Kräfte durch sechs längs den Kanten eines 
gegebenen Tetraeders ABCD gerichtete Kräfte und bezeichnen 
mit «<■', ^i'*, y''', «''>, /?''', y''' diejenigen, welche die Kraft F"' 
ersetzen und resp. längs den Kauten a^, &,, c,, a^, Zi^, c^ ge- 
richtet sind-. Wenn man nun alle längs denselben Tetraeder- 
kauten gerichteten Kräfte in je eine Kraft zusammensetzt, so 
ergeben sich sechs Kräfte 

£«„ 2:ft, Xy^, 2:«3, £ßi, 2:Yi; (U) 

die reap. längs den Kanten Oj, &,, Cj, a^j ^tt ^ gerichtet imd 
zusammen dem gegebenen System der Kräfte F^ F', . . . äqui- 
valent sind. 

Hat das gegebene Kräftesystem eine einzelne Kraft zur 
Resultante, so müssen die Kräfte (11) der Bedingung (9) ge- 
nügen, d. h. es muss sein: 

Ea,.Stt^ , .Sp, ..Sp, , .£y, .2:y. 
a.a, "• 6.6» '^ c.c, 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so reduciren sich die gege- 
benen Kräfte F, F', . . . auf zwei Kräfte X und /i, Yon denen 
die eine di^ Resultante der durch den Punkt D gehenden 
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Kräfte Sa^, Sßt, 2y^ ist, die andere aber die Resultante der 
in der Ebene ABC liegenden Kräfte Sa^, 22^^, I^y^; jedes 
Kräftesystem, das sich nickt auf eine Einzelkraft reduären lässt, 
lässt sich daher auf zwei Kräfte reduciren. 

Da die Kräfte A und (i einander nie entgegengesetzt gleich 
sein können, so ist zum Gleichgewicht des Kräftesjstems F, F', . . . 
erforderücb , daas sowohl X = als auch ft = sei; hierzu 
aber ist nothwendig, dass 

2;«, = 0, Sßi = 0, Sy, = 0, Sa^ = 0, Sß, = 0, Zj-, = 
sei. Die Gleichgewichtsbedingungen sind daher durch sechs 
Gleichungen von derselben Form dai^estellt, worin ein ge- 
wisser Vorzug der Oayley'scbenCoordinatenvorden Plücker'- 
scben besteht. 

Die obigen Gleichnngen sind zum Gleichgewicht nicht nur 
nothwendig, sondern auch hinreichend, wenn die Angriffspunkte 
der Kräfte F, F', . . . unveränderlich unter einander verbunden 
sind. Wegen der Aequivalenz des Systems A, (» mit dem 
Systeme F, F', . . . gehören der Hauptveetor B, das Haupt- 
moment K und die Invariante BK sowohl dem gegebenen 
Kräftesystem F, F', ... , als auch dem Systeme der sechs 
Kräfte (11) und dem Systeme der beiden Kräfte K und ^ an. 
Nach der Formel (39), S. 289, und nach Formel (8) des vori- 
gen § ergiebt sich daher einerseits 

L ".«1 ^ i>iK '^■'^» J 

andererseits aber auch 

Ein und dasselbe KrUftesystem F, F', . . . lässt sich auf 
verschiedene Weise auf zwei Resultanten A und (i reduciren, 
je nach der Wahl des Tetraeders ÄBCD. Uebrigens kann 
man auf folgendem Wege zwei dem gegebenen Kräftesystem 
äquivalente Kräfte A und {t nnabhängig von dem Tetraeder 
ÄBCD finden. Man wählt eine beliebige Ebene ABC und 
ausserhalb derselben irgend einen Funkt D und zerlegt dann 
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jede Kraft .F"' des Systems in zwei Kräfte P'*' und ^'> so, 
dass P'"' durch den Punkt 2) geht, Q^'> aber in die Ebene ABC 
fällt; dann bildet man die Resultante l aller durch D hin- 
durchgehenden Kräfte P, P', . . . und die Resultante (t aller 
in der Ebene ABO liegenden Kräfte Q, Q', . . . 

81. Man kann auch direct zwei Kräfte l und ft finden, 
die einem gegebenen Kräftesystem äquivalent sind, wenn nian 
den Hauptvector ü und das Hauptmoment K für einen be- 
liebigen Ursprung kennt. 

Die gesuchten Kräfte müssen nämlich den Gleichungen 

Vi-\-y^=R, 'm'{-M{i = K (12) 

genOgen, wobei noch die Bedingungen 



ri.JfA = 0, Vfi.Mii==0 (13) 

bestehen, die ausdrücken, dass der Veetor jeder Kraft auf ihrem 
Momente senkrecht steht. 

p. jj Man zerlegt (Fig. 35) den Hauptvector 

I R in zwei Componenten OA und OB, legt 

durch zwei dazu senkrechte Ebenen (P) 

-*:v--. I und (Q) und eine dritte beliebige Ebene (S) 

^~~~~-~~->i,|^\v durch das Hauptmoment K. Bestimmt man 

^~~^ nun die Schnittlinien der letzteren Ebene 

/ /7 mit den beiden ersteren, so , sind dies zwei 

/ / / resp. zu OA und zu OB senkrechte Gerade. 

// / Da diese Geraden in derselben Ebene lie- 

I gen wie das Hauptmoment K, so läast 

sich K in zwei Componenten OA' und OB' 

längs ihnen zerlegen. Man sieht aus dieser Construction, dass 

die Gleichungen (12) und fl3) erfüllt werden, wenn man setzt 

FA = OA, Vii = OB, 

MX = OA', Mfi = ob: 

Construirt man mit Hilfe der Argumente OA und OA' die 
Kraft A und mit Hilfe der Ärgnmente OB und OB' die Kraft 
(i, so erhält man zwei Kräfte X und /i, die zusammen dem 
gegebenen Kräftesysteme äquivalent sind. 
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Die Kräfte i. und (t sind dadurch bedingt, dass ihr Pro- 
duct, mult^icirt mit dem. relativen Momente ihrer MichUmgs- 
Unien gleieh der Invariante KR des gegebenen Kräftestfstems sein 
muss (vergl. Formel (39), S. 289), d. h.: 

Dividirt man diese Gleichuug durch 6, so ergiebt sich 

d. h. das Volumen eines Tetraed^^ (A, (i) , welches zwei dem ge^ 
geb^wn Kräftesystem äiiniiHÜenie Kräfte X und {i eu gegenüber- 
liegenden Kanten hat, ist gleich der algdtraisdien Summe der 
Volumina aller der Tetraeder, die man aus den gegebenen Kräf- 
ten dadurch construiren kann, dass man die Kräfte paarweise 
als gegen^)erliegende Tetraederhanten betrachtet. Dieser Satz 
röhrt von Möbius her.*) Demselben entspricht der in der 
EiBematik § 148 bewiesene Satz Über die Rotatioiiswinkel- 
gesch wind i gkeite u. 

Es sei noch bemerkt, dass, wenn die Invariante KR nicht 
gleich Null ist, die Kräfte A und fi nicht in einer Ebene lie- 
gen können; denn das relative Moment ( ) ist dann nicht 
gleich Null. 

Die gegenseitige Lage der Richtungslinien (i) und (m) 
der Kräfte X und ft ist dadurch bedingt, dass diese Geraden 
conjugirte Polaren desjenigen Liuiencomplexes [K, B] sind, der 
(wie in § 66 erwähnt wurde) das Hauptmoment K und den 
Hauptvector R zu Parametern hat. Hiervon kann man sich 
folgendermassen überzeugen. 

Uultiplicirt man die Gleichui^en (12) geometrisch mit 
Ml und VA und addirt sie hierauf, so ergiebt sich: 



RMl + KVi= Vii.Ml + Mtt. VX. 
Multiplicirt man femer die Gleichungen (12) geometrisch mit 
einander, so findet sich: 

*) Crello's Journ., Bd. 4, S. 179; aach in Möbiiia' „Lehrbach der 

Statik" (1837), 1. Th., g 72, S. 131 u. S. 122 Anm. 
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KB -^^ Vfi . MX + M(i . VX; 
folglich ist: 

Bm-\-Krl = KB. 
Da nach der Voraussetzung die Invariante KR nicht ver- 
schwindet, so können die Argumente der Geraden A nicht der 
Gleichung 

'Rm + KVX = 

genügen, welche die Gleichung des Complexes [K, M] ist; 
daher kann die Gerade {l) kein Stral des Complexes [K, E] 
sein. Dasselbe lüsst sich auch fdr die Gerade (m) beweisen. 

Ist nun a eine beliebige Strecke auf einer Geraden {Ä), 
so sind (vergl, Gleichung (14), § 59) die Bedingungen dafür, 
dasa diese Gerade {Ä) die beiden ßichtungslinien (l) und (im) 
schneidet, ausgedrückt durch die Gleicbongen: 



Ml, 7ff+ rx.Ma = 



Mii.ra+Vii.Mä = 0; 
durch Addition derselben erhält man: 



(14) 



(MX + Mii) V0 + {YX + Vt>.)Ma = 0. (15) 

Diese Gleichung geht aber infolge der Beziehungen (12) über 
in die Gleiqhung 

KVä-\-BMä=Q, (16) 

welche zeigt, dass eine Gerade (_Ä), .die die Geraden {l) und 
(wt) achneidet, ein Stral des Compiexes [K, ü] ist. Um- 
gekehrt schneidet aber auch jeder Stral {A) des Complexes 
\K, S\, der eine der bbiden Geraden (i) und {m) schneidet, 
auch die andere; denn wenn man auf (A) eine Strecke ff an- 
nimmt, die der Gleichung (16) oder (15) zugleich mit einer 
der Gleichungen (14) genügt, so ist auch die zweite der 
Gleichungen (14) erfüllt. Zwei solche Gerade (Q und (m) aber, 
die die Eigenschaft haben, dass alle ihre Transversalen Stralen 
des Liniencomplexes sind, sind conjugirte Polaren dieses Com- 
plexes. 

Man kann die Kraft X willkürlich auf irgend einer Geraden {l). 
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die nicht zu den Stralen des Gomplexes [K, R] gebiert, wählen 
und mit Hilfe ihrer Argumente Vk und MX die Argumente 
der ihr conjugirten Kraft (i, d. h. die Gröasen 

bestimmen. Um die Gerade (m) zu construiren, wenn die 
Lage von (t) gegeben ist, wählt man auf der letzteren zwei 
Punkte (p) und (q) und construirt die Stralenebenen (P) und 
(Q) des Complexes [K, R], welche die Punkte (p) und (q) zu 
Nullpunkten haben; die Schnittlinie der Ebenen (F) und (0 
ist dann (m). Trägt man auf dieser Geraden eine der Diffe- 
renz R ~ vi geometrisch gleiche Strecke auf, so erhält man 
dadurch die Eraft fi. 

Auf einem anderen Paare conjugirter Polaren ((') und 
{m'j des Complexes [K, R] kann man zwei andere Kräfte i,' 
n' annehmen, die dem gegebenen Kräftesystem, also auch den 
beiden Kräften X und fi äquivalent sind. 

Die vier Geraden (/), (m), {l'), (m') sind dann Lagen der 
Erzeugenden eines gewissen geradlinigen Hyperboloids (H). 
Denn jede Gerade (Ä), welche die drei Geraden Q), (m), (!') 
schneidet, ist ein Stral des Complexes [K, R], der auch (m') 
schneidet; daher liegt (m') mit allen seinen Punkten auf dem 
durch die Bewegung der Geraden (A) längs den drei Leitlinien 
(Q, (m), (l') erzeugten Hyperboloide (H). Dies stimmt auch 
mit dem dberein, was in § 68 fUr den Fall n ^ 4 bezüglich 
des Gleichgewichts von vier Kräften bewiesen wurde. Die den 
Kräften X' und n' entgegengesetzt gleichen Kräfte — X' und 
— fi' müssen nämlich mit den Kräften X und [t im Gleich- 
^wicht sein; nach § 68 (Fall m = 4) müssen aber die Rich- 
tungslinien ((), (m), (V), {m') der vier im Gleichgewicht be- 
ßadlichen Kräfte X, fi, — X', — fi' auf einem geradlinigen 
Hyperboloide liegen. 

Wendet man die im Anfange dieses § gegebene allgemeine 
Methode der Construction von zwei, einem gegebenen Kräfte- 
system äquivalenten Kräften auf den SpecialFall an, dass K 
das kleinste Hauptmoment ist, d. h. dass sowohl K, als auch 
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der Hauptvector R in die Axe des Complexea [K, M] fallen, 
so ei^eben sich die Kräfte l und (i folgendetmassen. 

Man zerlegt {Fig. 35) den Hauptvector J2 in die beiden 
Componenten OA und OS, errichtet in der Ebene AOB auf 
OA und OB Senkrechte und zerlegt nach ihnen daa Haupt- 
moment K in die beiden Componenten OA' und OB'. Diese 
Componenten sind dann die Momente der. gesuchten Kräfte A 
und y,. 

Bezeichnet man die Anne dieser Kräfte mit p und q, so ist 
OA' OB' ,,_, 

wobei diese Arme beide auf einer zur Ebene AOB senkrechten 
Geraden aufzutr^en sind. 

Macht man OG ^ p und OC ^ q, so ist die durch C 
parallel zu OA gelegte Gerade die Richtungslinie (Z) der Kraft 
A und die durch C gelegte Parallele zu OB die Itichtungs- 
linie (m) der Kraft p,; folglich ist die Kraft A durch eine auf 
(() aufgetragene,- der OA geometrisch gleiche Strecke dar- 
gestellt und [i durch eine auf (m) aufgetragene Strecke, die 
geometrisch gleich OB ist. 

Man sieht aus dieser Construction leicht, dass 

p ^ -g cot (fiR), g = -ü cot {XR) 
ist, woraus sich die Proportion 

P ; g = tan (AB) : tan ((iR) 
ei^iebt; dieselbe zeigt, dass die kürzesten Abstände zweier con- 
jugirter Polaren von der Axe des CoTKplexes [K, R] den Tan- 
genten der Winkel, welche die Polaren mit der Axe bilden, jwo- 
portional sind.*} 

Die Kräfte A und fi. haben im geometrischen Sinne dieselbe 
Bedeutung, wie die beiden conjugitten Rotationswinkelgeschwin- 

•) Dieser Satz wurde von Chaales für zwei oonjugirte Botations- 
axen in einem Sjateme möglicher Geschwindigkeiten bewieeen, wenn 
dies« GeBchwindigkeiten durch eine Seh raube nbe wegzog beetimmt sind, 
deren Translationageschwindigkeit gleich Ü, deren Rotations vinkel- 
gesch windigkeit gleich K ist. 
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digkeiten, die einem Systeme von Geschwindigkeiten äquivalent 
sind, welches durch eine Scbraubenbewegung von der Trans- 
lationsgeschwindigkeit li und der Winkelgeschwindigkeit K 
bestimmt ist. 

Ueberhaupt lassen sich alle im Capit«! XIV der Kine- 
matik behandelten Eigenschaften der Rotationswinkelgeschwin- 
digkeiten auch auf Kräfte übertragen. 

83. Ist der Hauptvector R eines gegebenen Kräftesystems 
gleich Null, so reducirt sich die erste der Gleichungen (12) 
auf die folgenden 

|> = - Vi, 

welche fordert, dass die Vectoren der Kräfte A und (t, also 
auch die Kräfte selbst geometrisch entgegengesetzt gleich seien. 
Ist dabei daa Hauptmoment K nicht gleich Null, d. h. ist das ' 
gegebene Kräfteayatem nicht im Gleichgewicht, so können die 
Kräfte X und fi nicht in dieselbe Gerade fallen. 

Zwei entgegengesetzt gleiche, längs verschiedenen Ge- 
raden gerichtete Kräfte nennt man ein Paar (couple). 

Ist also der Hauptvecior oder die geornetrische Summe der^ 
Kräfte eines Systems gleich Null, das System cAer nicht im 
Gleichgeuncht, so reducirt sitA dasselbe auf ein Paar. 

Die Geraden (!) und (m) sind in diesem Falle conjngirte 
Polaren des Complezea [K, 0]. Bezeichnet o eine Strecke 
auf einem beliebigen Strale (Ä), so ist KVa-=(}, d. h. alle 
Straten des Complexea [K, 0] sind senkrecht zu dem Haupt- 
momente K. Da aber nach dem Früheren jede Gerade, die 
(l) und (m) schneidet, d. h. jede in der Ebene des Paares 
(J., ft) liegende Gerade, ein Stral des Complexea ist, so muss 
das Hanptmoment K auf dieser Ebene senkrecht stehen. 

Die Gleichung (37), S. 288, 

welche dje Beziehung zwischen den, zwei verschiedenen An- 
fangspunkten und 0' entsprechenden Momenten ausdrückt, 
wird im Falle fi' = zu K^ K'. Die Grösse und Richtung 
des Hauptmomentes K ist daher von der Wahl des Ursprungs 
unaUiängig, wenn sich das gegebene Kräftesystem auf ein Pofu- 
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Das Hauptmomeut E der gegebenen Kräfte iat zugleich 
auch das Momeut des ihnen äquivalenten Paares (i, ft). Wählt 
man den Ursprung auf der ßichtungslinie (m) der Kraft 
Hj so ist M(i ^ 0, also K = MX. Bezeichnet k den kür- 
zesten Abstand der Geraden (() und (»»), so ist K^ Ih. 

Der kürzeste Abstand der ßichtungslinien der Kräfte eines 
Paares heisst der Arm des Paares; man bat daher den Satz: 
das Moment dnes Faares ist gleich dem algdiraiscken Froducte 
eitler der Kräfte in den Arm des Paares. 

Poinsot*) nennt jede zur Ebene des Paares senkrechte 
Gerade eine Aee des Paares. Wählt man nun den Mittel- 
punkt des Armes h als Ursprui^ des Momentes K, so sieht 
ein an K sich anlehnender und auf den Angriffspunkt der einen 
oder der anderen der das Paar bildenden Kräfte hinschauender 
Beobachter die Wirkung des Faares nach rechts hin vor sich 
gehen; denn dann ist das Moment jeder Kraft gleich ^K und 
hat dieselbe Richtung wie K. 

SoUen zwei Paare {l, ft) und (/.', (l') ägttivaleni sein, so 
ist nothtvendig und hinreichend, dass ifa-e Momente- einander 
geometrisch gleich sind. Hiereu a&er ist him-mchend und er- 
ford&-lich: t) dass die Ebenen der beiden Pame zusammmfaßen 
oder parallel sind, 2) dass das Frodttd der Kraß in den Arm 
bei beiden Paaren dasselbe ist und 3) dass ein Beobachter, der 
auf der Ebene des einen Paares senkrecht steht und auf die An- 
griffspunkte der Kräfte der beiden Paare hinschaut, die Kräfte 
m demselben Same ivirken si^Jit, d. h. bei beiden Paaren nach 
rechts hin oder bei beiden nach links hin. 

Auf Grund dieser Aequivalenzbedingungen der Paare kann 
man ein Paar in ein anderes verwandeln, indem man es in 
derselben Ebene an einen anderen Ort, oder in eine andere, 
der ersten parallele Ebene verlegt, ohne die Grösse und Rich- 
tung des Moments des Faares zu ändern. 

Sind zwei Kräftesysteme nicht im Gleichgewicht und 
reducirt sich jedes von ihnen auf ein Paar, so bilden sie zu- 
sammen ein System, das sich auch auf ein Paar reducirt. 

*) Poinsot Dcnnt anch'das Moment K selbst ein Paar. 

Somorr, Hechnnlk. U. 23 
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Denn da der Hauptvector jedes Systems gleich Null ist, so ist 
63 auch der Hauptvector des ganzen Systems als die geo- 
metrische Summe der Hauptvectoren der beiden Systeme, Ferner 
ist das Hauptmoment des ganzen Systems gleich der geo- 
metrischen Samm^ der Hauptraomeote der beiden Einzelsysteme; 
folglich ist das Moment des dem ganzen Systeme äquivalenten 
Paares die geometrische Summe der Momente der beiden, den 
gegebenen Einzelaystemen äquivalenten Paare. 

Hieraus folgt unter anderem, da.19 zwei Paare {k, ft) und 
(J.', ^') von den Momenten K und .K' sicli in ein Paar von 
einem Momente gleich K-\- K' zusammensetzen lassen. 

Zum Gleichgewichte zweier Paare (X, ft) und (A', fi') ist 
nothwendig und hinreichend, dass K-\- K! = oder Ä^ = — K 
sei, d. h. dass ihre Momente einander geometrisch entgegen- 
gesetzt gleich seien. 

83. Jede Kraft F lässt sich durch ein Paar und eine 
ihr geometrisch gleiche, in einem gegebenen Punkte an- 
greifende Kraft ersetzen, um dies zu zeigen, lässt man im 
Punkte eine der Kraft i^ geometrisch gleiche Kraft ,F, und eine 
dieser entgegengesetzt gleiche Kraft — F^ angreifen. Dadurch 
erhält man statt F eine ihr geometrisch gleiche Kraft f, und 
das Paar {F, — F^). In dieser Weise kann man ein gegebenes 
Kräftesystem F, F', . . . durch, den gegebenen geometrisch 
gleiche, in einem Punkte angreifende Kräfte F^, F^, . . . und 
durch ein System von Paaren (F, — -FJ, (F", — F,'), . . . 
ersetzen. Das System der in angreifenden Kräfte hat eine 
Resultante, die der Hauptvector R des gegebeneu Kräftesystems 
ist; das System der Paare reducirt sich auf ein einziges Paar 
(A, ft), dessen Moment das Hauptmoment K des gegebenen 
Kräftesystems ist. 

Ist K das kleinste Hauptmoment, so ist die Ebene des 
Paares (ö, — Q) zu dem Hauptvector R senkrecht. 

Legt man das Paar so, dass die Mitte seines Armes in 
den Ursprung föllt, so hat man eine Kraft ü, die diesen 
Punkt in der Richtung der Axe des Complexes [K, R] zu ver- 
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schieben strebt und zwei Kräfte, die den Arm dea Paares um 
diese Gerade zu dreheu streben. 

Doch folgt hieraus noch nicht, daaa der Körper, auf den 
die Kräfte F, F', ... wirken, eine Schraubenbewegung erhält. 
Denn die Bewegung des Körpers rührt nicht nur von der 
Wirkung der Kräfte F, F", ... her, sondern auch von der 
Wirkung der inneren Kräfte. 

Beducirt sich das Kräftesystem F, F", . . auf ein Paar, 
80 ist fi = 0, daher auch die Invariante BK = 0. Die In- 
variante eines Kräftesystems ist daher in den folgenden drei 
Fällen gleich NuÜ: 1) w^m die Kräfte im Ghichgemchte sind, 
2) KWMrt sie sich auf eine Einzethraß reduciren lassen und 3) wenn 
sie si(A, auf ein Paar reditciren lasset. 

In jedem dieser Fälle hat man nach den Formeln des 
Capitels III: 

2FF' (p,) = 0, 2:(F, F) =. 0, 



Capitel VI. 

EigenscbaFten von Eräften, die aich geometrisch nicht ändern, weon 

ihre an veränderlich unter einander verhnndenen Äugriffepunkte 

eine beliebige VerBchiebnng erleiden. 

84. Wir haben in § 74 gesehen, dass, wenn an einem 
unveränderlichen Punktsysteme ein System von Parallelkräften 
angreift-, deren geometrische Summe nicht gleich Null ist, 
dieses Kräftesystem sich auf eine Einzelkraft reduciren lässt, 
die man im Mittelpunkte der Kräfte angreifen lassen kann, 
d. h. im Mittelpunkte von Massen, die gleich den Kräften und 
in deren Angriffspunkten concentrirt sind. Wenn sich diese 
Kräfte geometrisch nicht ändern, während das System der 
Angriffspunkte eine beliebige Verschiebung erleidet, so ändert 
sich auch die Resultante geometrisch nicht und greift immer 
noch an demselben Punkte an. Anstatt die Angriffspunkte der 
Kräft« zu drehen, kann man dieselben unbeweglich lassen und 
dafür die Kräfte um diese Punkte so drehen, dass alle Kräfte 
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parallel bleiben, ihre relative Lage und Grosse beibebalten 
oder ihre GrÖBse in demeelbeii Verbältnisse ändern. Dabei 
dreht sich dann die Resultante um einen festen Punkt, der 
der Mittelpunkt des Kräftesystems ist, bleibt allen Kräften 
parallel und behält ihre Grösse entweder bei oder ändert sie 
in demselben Verhältnisse, wie jede einzelne Eraft. 

Es giebt aber noch andere Krüftesysteme, die sich in 
ähnlicher Weise verhalten. Das einfachste derartige System 
bilden zwei sich schneidende Kräfte. Es seien F und Q (Fig. 36) 
j,j^ ^ zwei an den fest«Q Punk- 

„ ten A und B angrei- 

fend e E r äfte, deren Eich- 
tungslinien sich in einem 
PunkteCschneiden. Die 
Eichtungsliuie ihrer Re- 
sultante R geht gleich- 
falls durch den Punkt C 
Dreht man nun die 
Kräfte P und Q um die 
Punkte A und B in der 
Ebene ABC, ohne ihre 
Grösse und den von 
ihnen eingeschlossenen 
Winkel zu ändern, so 
nehmen sie gewisse Lagen P' und Q' ein, so dass ihre Rich- 
tungslinien sich nunmehr in einem anderen Punkte C, aber 
unter demselben Winkel -^ AC'B = -^ AGB schneiden. In- 
folge der Gleichheit dieser Winkel liegen die vier Punkte A, 
B, C und C auf einem Kreise. Die Resultante B=' P -\- Q 
schneidet diesen Ereis in einem Punkte 0, durch welchen aut^ 
die Eesultante R' der Eräfte P' nnd Q' gehen muss; denn 
die Bichtungslinie von B' muss mit JP' einen Winkel gleich 
■^ OCA bilden. Wenn sich also die Kräfte P und Q um die 
Punkte'^ und B drehen, so dreht sich ihre Resultante B um 
den Punkt 0; man kann daher den Punkt den MiUe^pa/rüct 
der Kräfte P und Q nennen. 

Denken wir uns nun die Punkte A, C, B, unveränderlich 




izecy Google 



_ . 357 — 

unter einander verbunden und derart um den Punkt gedreht, 
dass C in die Gerade OC nach C" fällt; die Gerade CA 
nimmt dann die zu CA parallele Lage C"Ä', CK, die zu 
CB parallele Lage C" B' ein; die Kräfte P" und Q' werden 
dann dadurch reap. geometrisch gleich den Kräften P und Q. 
Man sieht leicht, dasa 

P:<^:B = Bin (QR) : sin (RP) : sin (PQ) 

= ain (BAO) : sin {ABO) : sin {AOB) 

= OB:OA:AB 
ist, woraus sich die Entfernungen des Mittelpunktes der 
Kräfte von deren ÄngriflFsp unkten A und B ergehen: 

0A_«^, 0B = '^; (1) 

mit Hilfe dieser Abstände lässt aich die L^e des Punktes 
bestimmen. 

Sind die Kräfte P und Q parallel, so liegt der Punkt 
auf der Geraden AB und die Abstände OA und OB sind 
immer noch durch die Formeln (1) bestimmt. 

Bezeichnet man die Abstände der Punkte A, jß, von 
dem Schnittpunkte C der drei Kräfte mit p, q, r, so hat man 
nach einer bekannten Eigenschaft des Kreisvierecks: 

OB.p + OA.q = AB.r; 
mit Rßcksieht auf die Formeln (1) folgt hieraus: 

r = ii+^. (2) 

Hiermit ist die Lage des Mittelpunktes auf der Bicbtungs- 
linie der Resultante bestimmt 

Jedes System von Kräften F, F', . . ., die in einer Ebene 
liegen und sich auf eine einzige Resultante reduciren lassen, 
hat einen Mittelpunkt, wovon man sich folgend er masaen leicht 
überzeugen kann. Man zerlegt die Resultante R in zwei Com- 
ponenten P und Q und jede einzelne Kraft des Systems in 
zwei den Componenten P und Q parallele Kräfte. Dadurch er- 
Iwlt man zwei Systeme von Parallelkräften: das erste hat eine 
der Kraft P geometrisch gleiche Resultante und einen Mittel- 
punkt in einem gewissen Funkte A; das zweite hat eine der 
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Kraft Q geometriacli gleiche Resultante und einen Mittelpunkt 
in einem gewissen Funkte S. Die in den Punkten Ä und B 
angreifenden Resultanten P und Q der beiden Systeme (jj) 
und (q) behalten diese Angriffspunkte bei und ändern sich 
geometrisch nicht, wenn die Angriffspunkte aller gegebenen 
Kräfte, die dabei unveränderlich verbunden zu denken sind, 
eine beliebige Verschiebung in der Ebene der Kräfte erleiden, 
sie haben folglich einen Mittelpunkt 0. Diesen Punkt kann 
man als den Mittelpunkt des gegebenen Kräftesjstems an- 
sehen; denn die Resultante R der beiden in den Punkten A 
und B angreifenden Kräfte f und Q ist die Resultante der 
gegebenen Kräfte, und wenn man sie im Punkte angreifen 
lässt, so behält sie diesen Angriffspunkt bei, wenn sich die 
Angriffspunkte der gegebenen Kräfte um drehen, d. h. um 
eine durch senkrecht zur Ebene der Kräfte gelegte Axe. 
Dagegen hat kein anderer Punkt der Ebene diese Eigenschaft 
des Punktes 0. 

Da der Punkt aiif der Richtungslinie der Resultante B 
des gegebenen Kräfteaystems liegt, so hat er die in § 72 nach- 
gewiesene Eigenschaft, dass die aJ-gebraiscke Summe der Fro- 
dttete aller Kräfte in die von auf sie gefällten Terpendikel 
gleich Null ist. 

Bezeichnen q, q, q", ... die vom Punkt nach den Angriffs- 
punkten der Kräfte F, F", F", . . . gezogenen Radienvectoren, 
9, y'i v' , • • • ^'^ Winkel, welche diese Radienvectoren mit 
den entsprechenden Kräften bilden, so lässt sich die eben er- 
wähnte Eigenschaft des Punktes durch die Gleichung 

£F(f sin v = (3) 

ausdrücken. Diese Gleichung muss bei einer Drehung aller 
Angriffspunkte in der Ebene der Kräfte um bestehen blei- 
ben. Durch eine solche Drehung erhalten aber alle Winkel 
q>, g)', tp", . . . ein und dasselbe Increment ra, während F, 
F,~F',... und p, p', p", ... unverändert bleiben; es geht 
also die Gleichung (3) in die folgende über: 

I:F(} sin (9 -f ü)) = , 
oder 

cos aEFQ sin 9 -(- sin hdI^Fq cos y = 0. 
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Hierin iut das erste Glied nach Gleichung (3) gleich Null; es 
bleibt daher 

sin m SFq cos 9 ^ , 
und da diese Gleichung für jeden beliebigen Werth von a 
gelten soll, so hat man die Bedingung 

SFq cos 9> = . (4) 

Die Gleichung (3) besteht für jeden Punkt der Rich- 
tungalinie der Resultante der gegebenen Kräfte und kann da- 
her als Gleichung dieser Geraden angesehen werden, Die 
Gleichung (4) lässt sich aus (3) dadurch ableiten, dass man 
die Winkel ip, «p', ip", . . . durch die Winkel <p -\- 90', ip' + 90"j 
gj" -}- 90", . . . ersetzt; wenn man also alle gegebenen Kräfte 
um ihre Angriffspunkte in' der Ebene der Kräfte in demselben 
Sinne um 90" dreht, ohne ihre Grösse zu ändern, so erhält 
man ein Kräftesjstem, dessen Resultante in die Gerade (4) fällt. 
Man findet also den Mittelpunkt des gegebenen Kräfteaystems 
als Schnittpunkt der beiden Geraden (3) und (4), 

Es seien (x, y), (x', y'), {x", y"), . . . die geradlinigen 
Coordinaten der Angriffspunkte der Kräfte F, F', F", ... be- 
züglich irgend welcher rechtwinkliger Äxen Äx, Ay in der 
Ebene der Kräfte; (X, T), (X', T), (X", Y"), ... die Pro- 
jectionen der Kräfte auf diese Axen; a, b die Coordinaten des 
Mittelpunktes 0. Nach den Gleichungen (3) und (4) hat man 
dann: 

2:[ix-a)Y-{y-V)X]==0, :S[(x~a}X + iy~h)T\^0, 
oder 

aSY - b S X == S(xY — yX) , 

a£X -i- b2:Y =^ 2:{xX -\- yY) . 
Hieraus findet man für die Coordinaten des Mittelpunktes 0: 
_ ZjxY — yX) .2:Y + S(xX + yY) . E X 

h — ^('g-^ + yy)- -gr — Z(xY — yX) . sx *■ -' 

Hierin ist l!{xY -r yX) das Hauptmoment der gegebenen 
Kräfte bezüglich des Coordinatenursprungs und 2J{xX -\- yY) 
das Hauptmoment der um 90" um ihre Angriffspunkte gedreh- 
ten Kräfte für denselben Ursprung Ä. 
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Ebenso wie Kräfte, die in einer Ebene liegen, lassen sich 
auch Kräfte, die einer Ebene (n) parallel sind und deren 
Hauptvector R nicht gleich Null ist, durch zwei Systeme ron 
Parallelkräften (p) und (q) von der Art ersetzen, dass deren 
Resultanten reep. gleich zwei beliebigen Gomponenten P und 
Q des Yectors R sind; dabei können P und Q so gewählt 
werden, dasg sie verschiedene Richtungsliuieu haben und in 
zwei, mit den Angriffspunkten der gegebenen Kräfte unver- 
änderlich verbundenen Punkten A und B angreifen. Ist die 
Gerade AB der Ebene (it) parallel, so schneiden sich die Re- 
sultanten der Kräfte {p) und (q) und lassen sich daher zu 
einer einzigen Kraft zusammensetzen, die die Resultante aller 
gegebenen Kräfte ist. Sie haben einen Mittelpunkt 0, in dem 
man ihre Resultante angreifen lassen kann. Bei einer Drehung 
des Systems der unveränderlich verbunden gedachten Ai^riffs- 
punkte aller Kräfte um eine durch gebende, zu der Ebene 
(ir) senkrechte Axe behalten die gegebenen Kräfte dieselbe 
Resultante mit demselben Angriffspunkte bei. 

Ist aber die Gerade AB der Ebene (n) nicht parallel, 
so haben die gegebenen Kräfte keine Einzelresultante und 
keinen Mittelpunkt 0. 

Jedenfalls hat Übrigens die Gerade AB, sowohl für Kräfte, 
die in einer Ebene liegen, als auch fQr solche, die einer Ebene 
(«) parallel sind, die Eigenschaft, dass bei einer Drehung des 
Systems der Angriffspunkte der gegebenen Kräfte um sie diese 
Kräfte zwei Kräften äquivalent bleiben, die in den Punkten 
A und B angreifen und sich nicht geometrisch ändern. In- 
folge dieser Eigenschaft, die der Eigenschaft des Mittelpunkt«» 
paralleler oder in einer Ebene liegender Kräfte ähnlich ist, 
nennt Minding diese Gerade AB die Centralaxe.*) 

Die Lage der Centrallinie bezüglich des Systems der An- 
griffspunkte der Kräfte ist von der Art der Zerlegung der 
Kräfte in zwei Gruppen von Parallelkräften (j>) und (g) un- 
abhängig. 

Es ist leicht nachzuweisen, dass auf der Geraden AB 



*) Möbiue netint üe die Cetttraüinie , s. „Lehrbach der Statik", 
1. Th., g 146 (S. 281). 
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der Mittelpunkt derjenigen Parallelkräfte liegt, die man durch 
Projiciren der gegebenen Kräfte auf Gerade «rhält, ' welche 
darch die Angriäspnnkte dieser Kräfte parallel zu irgend einer 
gegebenen Geraden (Z) gezogen werden können; dabei können 
die projicireuden Ebenen orthogonal oder geneigt, d. h. zu 
einer beliebigen Ebene parallel sein. In der That, diese neuen 
Kräfte bestehen aus zwei Gruppen, nämlich aus den Projectionen 
(p^) der Kräfte (p) und aus den Projectionen (q,) der Kräfte 
(g). Da die Kräfte (p,) den entsprechenden Kräften (p) pro- 
portional sind, 80 haben sie ihren Mittelpunkt in A; aus dem- 
selben Grunde haben die Kräfte (q,) ihren Mittelpunkt in B. 
Die beiden Gruppen (p,) und (q^) bilden nun zusammen ein 
System von Kräften, die zu {[) parallel sind und deren Mittel- 
punkt auf derselben Geraden liegen mnsa, wie die Mittelpunkte 
der beiden einzeln genommenen Gruppen, d. h. auf der Ge- 
raden AB. 

Wählt man für (T) den HauptTector R, so ergiebt sich 
als Mittelpunkt des betreffenden Systems von Parallelkräften 
ein Punkt, den man den Centralpunkt der CmträUinie nennt.*) 

85. Jedes an einem uQTeränderlichen Punktsysteme an- 
greifende Kräftesystem F, F", . .. läast sieh, wenn sein Haupt- 
vector R nicht gleich Null ist, auf verschiedene Weise auf 
drei Kräfte derart rednciren, dass sich diese drei Kräfte bei 
ii^end einer Yerschiebung des Systems der Angriffspunkte 
' der gegebenen Kräfte nicht geometrisch ändern und dass ihre 
Angriffspunkte ihre Lage bezfiglich der Angriffspunkte der ge- 
gebenen Kräfte beibehalten. Um dies zu zeigen, zerlegt man 
den Hauptvector R in drei Componenten P, Q, 8 längs den 
Kanten einer beliebigen dreikantigen Ecke und jede der ge- 
gebenen Kräfte F, F", ... in drei, diesen Kanten parallele 
Kräfte. Man erhalt dadurch drei Systeme von Parallelkräften 
Cp)» (?)j (*)' deren Resultanten resp. geometrisch gleich P, 
Q; S sind und deren Mittelpunkte in gewisse drei Punkte A, 
B, C fallen. Lässt man die drei Resultanten in den ent- 
sprechenden Mittelpunkten A, B, G angreifen, so hat man in 

•) Möbins: „Lehrbuch der Statik", 1. Th., § 148 (S. 282). 
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ihnen drei Kräfte F, Q, S, die sich geometriscli nicht ändern 
und ihre mit den Angriffspunkten der gegebenen Kräfte un- 
veränderlich verbundenen Angriffspunkte A, B, C beibehalten, 
wenn die Angriffepunkte der Kräfte eine beliebige Yerechie- 
bung erhalten. 

Liegen die Punkte A, B, C nicht auf derselben Geraden, 
so lässt sich durch sie eine bestimmte Ebene legen, die mit 
den Angriffspunkten der Kräfte unveränderlich verbunden iat. 
Diese Ebene nennt man die CentraM)ene. Ihre Lage hängt 
von der Art der Zerlegung des Hauptvectora R in drei Com- 
ponenten P, Q, S nicht ab, da sie den Mittelpunkt jedes 
Systems von Parallelkräften enthält, welches man durch Pro- 
jiciren der gegebenen Kräfte auf Gerade, die durch die An- 
griffspunkte parallel einer beliebigen gegebenen Geraden (/) 
gezogen sind, erhält; dabei können die projicirenden Ebenen 
jeder beliebigen gegebenen Ebene parallel sein. Ein solches 
System von Parallelkräften, das wir mit (t) bezeichnen wollen, 
besteht nämlich aus drei Systemen (Pi), (gi), (Si), die von den 
Projectionen der Kräfte jedes der drei Systeme von Parallel- 
kräften (j>), iq), (s) gebildet werden. Da aber die Kräfte des 
Systems (p^) denen von (p) proportional sind, so ist Ä der 
Mittelpunkt von (p,); aus dem analogen Grunde ist B der 
Mittelpunkt von (g,) und G der von (s,). Daher muss der 
Mittelpunkt des aus den Systemen (Pi), (ji), (sj) zusammen- 
gesetzten Systemes (Z) in der Ebene der Punkte A, B, C 
liegen. 

Liegen dagegen die Punkte Ä, B, C in einer Geraden, 
so muss auch der Mittelpunkt des Systems (2) auf dieser Ge- 
raden liegen. In diesem Falle ist die Gerade AB die Cen- 
trallinie. 

Fallen endlich die drei Punkte A, B, C in einen einzigen 
Punkt zusammen, so ist dieser Punkt selbst der Mittelpunkt 
des Systems {l). 

Wir wollen nun die Gleichung der Centraiebene ableiten, 
indem wir annehmen, es seien A, B; C die Mittelpunkte der 
drei Kraftsysteme 

(X, X',...}, (Y, r, ...), {Z, Z', ...), 
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die man durch Zerlegung des gegebenen Kräftesystems F, F', . . , 
nach Richtungen parallel den Goordinatenaxen Ox, Oy, Oz 
erhält; auf dieselben Äsen seien auch die Angriffspunkte der 
Kräfte bezogen und seien ihre Coordinaten resp.: 

(x, y, z), {x, y', /),... 
Die Resultanten der drei Systeme von Parallelkräften sind 
gleich den Summen £X, £Y, £Z und durch Strecken parallel 
den Axen Ox, Oy, Oz dargestellt. 

Bildet mau nun die neun Summen 

ExX ■" a„ , 2:xY= a^^ , SxZ = ([,3 , 

EyX = a^t, UyY==a^, £yZ=a^s, (6) 

£eX = a^i, £zY = a^^, SzZ= a^, 

und bezeichnet die Coordinaten der Punkte A, B, C resp. mit 

(«,, «2, %), (ßj, ß^, /Jj), (y,, j-j, ^3), so'findet man auf Gfrund 

der Formeln (5) § 73, S. 331: 



SX 



<h = 



2:x' 



' ZY' 



ZX' 



0) 



Sind ferner x, y, z die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
der durch die Punkte A, B, C gehenden Ebene, so ergiebt 
sich die Gleichung dieser Ebene in der Form: 



1 1 



1 


1 


ft 


r. 


ft 


r. 



(8) 



1 SX SY 2:Z 



(9) 



Dies ist die Gleichung einer bestimmten Ebene, welche die 
Centralebene ist, wenn die Unfcerdeterminanten, die sich durch 
Differentiation der linken Seite nach den Elementen der ersten 
Colonne ergeben, nicht gleichzeitig versehwinden. 
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Wenn aber gleichzeitig 



"l. "l. 




1 


«n ».. 


— 0, 


"j. "m 




£r ZZ 




»1. »1. 


= 0, 


"S. »» 







«>1 



ZY ZZ 




a„ o,. 




»Sl ».. 




ZY ZZ 


a„ o„ 


»m »11 


1 



ist, so liegen die drei Punkte A, B, G auf einer Geraden. 
Wenn dabei die drei Punkte Ä, B, C nicht in einen einzigen 
zusammenfallen, so existirt eine Gentrallinie AB und ihre 
Gleichungen lassen sich in folgender Form schreiben: 



(ha 



EZ 



■0, 



1 sx sz 



<hs 



= 0. 



Endlich hat das Kräffcesjstem einen Mittelpunkt, wenn die 
Punkte A, B, C VD. einen Punkt C zusammenfallen, was durch 
die Proportionalitäten 

a„ : a,g ; a ij ^ dji : Ojg : Oj, 
= a,,:a,^:a^~EX:2:Y:2:Z 
ausgedrückt ist. 

Die erhaltenen Resultate gelten ebensowohl för schief- 
winklige wie für rechtwinklige Coordinatenaxen Ox, Oy, Oz, 

86. Minding hat die folgende bemerkenawerthe Eigen- 
schaft der Punkte A, B, C gefunden: 

Bas Product aus dem Flächminkalt des Dreiecks ABC und 
dem Volumen des Parallelepi}Kd<ms , welches die an den Pknkt 
verlegten Kräfte 2JX, SY, 21Z zu Kanten hat, ist tmab- 
hängiff v<m der Lage dieses Punktes und von der Sichtung 
der Axen Ox, Oy, Oe. 

Um diesen Sata zu beweisen, untersuchen wir unter Vor- 
aussetzung rechtwinkliger Axen Ox, Oy, Oe den Werth der 
Determinante 



fhi «» 



Dieselbe lässt sich nach dem Multip lieationsgesetz der Dete;- 
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minanten als eine Stimme von Producten aus DetermiDanten 
dritten Grades darstellen; die Glieder dieser Summe erhält 
man, indem man alle aus irgend drei Colonnen des Schemas 
X, X', X",. 

Y, r, T', . 

Z, Z', Z", . 



gebildeten Determinanten mit den 
Schema 

x', x", . 



atsprechenden , aus dem 



in derselben Weise abgeleiteten Determinanten dritten Grades 
multiplicirt, d. h. es ist 

X X'X" . X x'x" 
A = £ YYT' . yy-y" 

Z Z'Z" 
Die Determinante 

j X 3" X" 

Y r Y" 

I Z Z' Z" 

stellt das Volumen eines Farallelepipedons dar, das die Vec- 
toren VF, VF, 7F" der drei Kräfte F, T', W' zu Kanten 
hat*) Die Determinante 

X x' 

y y' 

repräaentirt, mit entsprechendem Vorzeichen genommen, das 
Volumen des Farallelepipedons, welches die vom Ursprünge 
nach den Angriffspunkten M, M', M" derselben drei Kräfte 
F, F', F" gezogenen ßadienvectoren zu Kanten hat. Bezeichnet 
man nun jenes erste Volumen mit (.F, F', F"), den Abstand 
des Punktes von der Ebene MM'M" mit 8 und giebt man 



*) Das Torzeichen der Detenninante bestimmt dch folgendermaBBeo, 
Wenn ein ftnf VF' hinschauender Beobachter VF{ den Veetor VF" 
nach rechts gerichtet siebt, eo ist die Determinante positiv za nehmen, 
dagegen uegativ, wenn nach links. 
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diesem Abstand das -f- oder — Yorzeiehen, je Dachdem das 
Product der beiden Determinanten + oder — ist, so kann 
man schreiben: 

Ä = 62:(F, F', F") . MM'W'.S. (10) 

Es sei nun jede der gegebenen Kräfte in drei Componenten 
parallel den Kanten einer beliebigen körperlichen Ecke zer- 
legt. Dadurch erMIt man drei Systeme von Parallelkräften 
(p), (g), (s), deren Resultanten P, (?, S in drei in der Gen- 
, tralebene (9) liegenden Punkten A', B', C angreifen. Bedeuten 

(p„ p„ p,), (ft, «„ e,), (s„ s„ s.) 

die Projecüonen der Kräfte P, Q, S auf die rechtwinklingen 
Azen und 

die Coordinaten der Punkte A', JB', C, so hat man: 

a\ p, + /j; ft + r\ s^ = «1*7 < -P» + /s; ft + y[ Ss = «13, 

«;^. + ^;'?. + 7;s.-«2., 
«;-Pi + ^;ei+y;'Sx=%, 

«;p, + js;.?, + y',s, = a^, «;p, + ßiQ, + y;s, = «88- 

Die Determinant« A hat daher denselben Werth sowohl für 
das gegebene Kräftesjstem, als auch ffir die drei in den 
Punkten A', B', C angreifenden Kräfte P, Q, 8; folglich ist 

^ = 6(P, Q, S).Ä'B'C'.D, 
wenn D den Abstand des Punktes von der Centralebene (9) 
bedeutet Durch Vörgleichung dieses Ausdruckes von A mit 
(10) ergiebt sich: 

(P, Q, S) . A'B'C . D = £{F, F', F") . MM' M" . S. 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist von den Richtungen der 
Kanten des Parallelepipedons (P, Q, S) unabhängig, folglich 
auch die linke. Dividirt man beiderseits mit D, so erhalt man 
die Grösse (P, Q, S) . A'B'C, die nicht nur von den Rich- 
tungen der Kanten des Parallelepipedons, sondern auch von 
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der Lage des Punktes unabhängig ist. Hierin besteht aber 
der Satz von Minding.*) 

Für jeden in der Centralebene gelegenen Funkt ist 
D = 0, also 

Z (F, r, F") . MM'M" . d = ; 
dies kann man als Gleichung der Centralebene ansehen. 

87. Wählt man den Coordinatenursprung in der Cen- 
tralebene und die Axe Ox in der Richtung des Hauptvectors 
R, so ist 

SX==R,SY=0, SZ = 0, 
«1, = , dg, = , «31 "= , 
so da8S die Gleichung der Centralebene in die folgende übergeht: 
'x a,^ (ija I 
y ßjs Osg I =0. (U) 

2 «aS Ö3B I 

In diesem Falle sind die Mittelpunkte der beiden Systeme 
von Parallelkrälten (Y, Y', . . .) und (Z, Z', . . .) unendlich ent- 
fernt von 0; daher ist die Centralebene den Armen der bei- 
den Paare parallel, auf die sich jene zwei Kräftesysteme 
reduciren. 

Die beiden Kräftesyateme lassen sich aber auch durch 
zwei andere, den Axen Oy und Oz parallele Systeme ersetzen, 
deren Mittelpunkte in der Centralebene in endlicher Entfernung 
von dem Centralpunkte liegen. 

Zu diesem Zwecke lassen wir im Punkte längs der 
Axe Oy zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte E' und — ü' 
wirken und längs O0 ebenfalls zwei entgegengesetzt gleiche 
Kräfte M" und — R". Diese Hinzufügung von neuen Kräften 
zu dem ganzen Systeme der gegebenen Kräfte ändert offenbar 
dessen Wirkung nicht, welches auch die Lage des Systems 
der Angriffspunkte sein mag; dagegen erhält man hierdurch 
die Möglichkeit, das ganze Kräftesystem auf drei Kräfte zu 
reduciren, deren Angriffspunkte mit den Angriffspunkten der 
gegebenen Kräfte unveränderlich verbunden sind, nämlich: 1) 



•) Minding Helbat giebt einen anderen Beweü in Grelle' 
, 16 (183C), S. 30. 
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die Kraft R—W — W', die im Punkte angreift, 2) die 
Resultante B' der Parallelkräfte Y, Y', . . B', deren Angriffs- 
punkt der Mittelpunkt dieser Kräfte ist, 3) die Resultante R" 
der Parallelkräfte Z, Z', .. B", die in deren, Mittelpunkte an- 
greift Dabei ist die zweite Resultante deshalb gleich der Kraft 
B', weil 2:r»=0, und die dritte gleich R", weil 2:Z = ist. 
Die Angriffspunkte A und B dieser beiden Krä^, d. h. 
die Mittelpunkte der beiden erwähnten Systeme von Patallel- 
krüften liegen, wie leicht zu sehen, in der Centralebene. Die 
Ooordinaten des Punktes A sind nämlich 

und die des Punktes B 

a 'hi a "iä a "a" . 

ft - y. , A = a- , A - y 1 
die ersteren wie die letzteren genügen aber der Gleichung (11) 
der Centralebene. 

Die L^e der Centralebene lässt sich daber durch die drei 
Punkte 0, A, B bestimmen. 

Minding hat gezeigt, dass man die Richtungen der Axen 
Oy und Oe ho wählen kann, dass die Geraden OA und OB 
zu einander rechtwinklig Verden. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, die Axen Ox, Oy, Oe 
seien rechtwinklig und werden mit einem anderen, gleichfalls 
rechtwinkligen Azensystem Ox, Oy^, Ozi vertauscht; dabei sei 
"^Vi^y = "• Es seien nun A^ und J?, die den Axen Oy^ 
und OSi entsprechenden Lagen der Punkte A und B, d. h. es 
sei A^ der Mittelpunkt der der Axe Oy parallelen Kräfte 

Ycosa + Zsina, T' cos« + 2' sin«, . . . 
und ebenso B^ der Mittelpunkt der der Axe Oz^ parallelen 
Kräfte 

— Y sin a ■\- Z cos a, — Y' sin a -\- Z' cos a, . . . 
Nach den allgemeinen Formeln ftlr die Ooordinaten des Mittel- 
punktes paralleler Kräfte findet man als Ooordinaten des 
Punktes A in Bezug auf die Axen Ox, Oy, Oz 



mit 



-W "^^W 
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o', , = Oj, cosa -f- Ojj sin«, 
o'jj ^ Ogg cosa -|- (% sin DE, (12) 

o'jj ^ Ogj cos a + OsB sin«, 
und für die Goordiuaten von B 

mit 

o', 3 = — Ojj sin a + «u coa a , 

a'jj = — Ogj sina -j- Ogg coso, (13) 

a'jj ■= — Ogj aina + Ojg cosa. 
Die Bedingung, dass der Winkel AfOJBi ein rechter sei, 
ist durch die Gleichung 

ausdruckt, welche infolge der Formeln (12) und (13) in die 
folgende übergeht: 

(OiaOis + as««a. + ^iO coa 2« — i (oj, + aj, + aj, 
— ojj — ajj — «jj) sin 2a ^ . 

Diese Gleichung liefert für tan 2a immer einen reellen Werth, 
aus dem für a zwei um 90" verschiedene Werthe folgen. Es 
giebt daher in der durch den Centralpunkt senkrecht zu 
dem Hauptvector R gelegten Ebene immer zwei und nur zwei 
Gerade von der Eigenschaft, dass, wenn man sie ala Äxen 
Ot/j ond Oz, betrachtet, der Winkel A^OB^ ein rechter wird. 
Es ist dabei beachtenswerth, dass die Richtungen dieser Geraden 
von der Grösse der Kräfte M' und E" ganz unabhängig sind. 

Die beiden durch diese Geraden mit dem Hauptvector B 
bestimmten Ebenen nennt Minding Mittelebenen. 

Setzt man B' = 1 und Ä" = 1, so wird: 
«i = Oij, «s = «aa, «s = «SS» 
ßi = "ia> ßi =" «as» ßa = «js> 



Durch Elimination der Grössen sina und cosa aui 
chungen (12) erhält man die Gleichung 

(«SS«» — «*SÖ3>)* + (««»«JQ — %«si)* 
Somoff, Hsohuiik. U. 24 
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welche /eigt, dass die Coordinatea des Punktes A^ der Glei- 
chung 

eines elliptischen Cylinders genügen. Der Punkt Aj liegt da- 
her auf der Ellipse, längs welcher dieser Cylinder von der 
Centralebene (11) geschnitten wird. Dieselbe G-leichuug er- 
füllen aber auch die Coordinaten der Punkte A, B, £,; es 
liegen also alle die vier Punkte A, B, Ai, ß, auf einer 
und derselben Ellipse, deren Mittelpunkt in ist Auch 
sieht man leicht, dass die Geraden OA und OB conjugirte 
Diameter jener Ellipse sind, OA^ und OB, aber die Haupt- 
diameter. 

8S. Um weitere Eigenschaften solcher Kräfte zu finden, 
die sich, wenn sie an einem unveränderlichen Punktsystem an- 
greifen, bei einer Verschiebung desselben geometrisch nicht 
ändern, wollen wir die beiden folgenden Hauptaufgaben losen: 

1) Das Hauptmoment der Kräfte nach einer ieliefngen Y&r- 
schiebimg des Systems der Angriffspunkte (das wir der Kürze 
halber einfach Körper nennen wollen) zu bestimme; 

2) Eine FcrscÄie&M«^ des Körpers zu finden, nach welcher 
das Haaptmoment gewissen gegeben*^ Bedingungen genügt. 

Vom Hauptvector R ist hier nicht die Rede, da er sich 
bei keiner Verschiebung des Körpers geometrisch ändert. 
Ebenso bleibt das einem beKebigen Ursprünge entsprechende 
Hauptmoment K unverändert, wenn der Korper eine Trans-* 
lations Verschiebung erleidet und der UrspruDg dabei unver- 
änderlich mit dem Körper verbunden bleibt Das Haupt- 
moment K kann sich daher nur infolge einer ßotationsver- 
schiebung oder einer aus Rotationen und Translationen zusam- 
mengesetzten Verschiebung ändern. Da aber die Translations- 
verschiebung das Hauptmoment K nicht ändert, so genügt es, 
Rotations Verschiebungen des Körpers um den Ursprung der 
Momente zu betrachten. 

89. Es seien {x, y, z), ix', y\ z'), ... die Coordinaten 
der Angriffspunkte der Kräfte in Bezug auf ein rechtwinkliges 
Axensystem Ox, Oy, Oz\ (X, Y, Z), {X', Y', 2), ... die Pro- 
jectionen der Kräfte F, F', . . . und L, M, N die des Haupt- 
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momentes K auf jene Axen. Nach den Formeln des § 65 hat 
man dann: 

L = 2:{yZ - isY), M^SizX- xZl N=S{xY~yX). (15) 
Bestimmen wir nun die Incremeute dieser Grössen, die sich 
infolge einer beliebigen endlichen Rotationsrerschiebnng des 
Körpers um den Punkt ergeben. 

Jede solche Verschiebung lässt sich, wie in den §§ 168 
und 170 der Kinematik gezeigt wurde, durch eine Rotation 
des Körpers um eine gewisse Äxe OA um einen gewissen 
Winkel tp hervorbringen. Die Lage dieser Axen und die Grösse 
des Winkels tp bestimmen sich mit Hilfe dreier Grössen A, ^, v, 
welche die Projectionen der auf der Axe der Yerschiebung in 
bekannter Weise aufzutragenden Strecke OA = tan ~- = iJ 
auf die Azen Ox, Oy, Ois sind. 

Setzt man nun voraus, dass die Axen Ox, Oy, Oe im 
Räume fest bleiben nnd dass die Goordinaten x, y, e nach der 
Yerschiebung des Körpers die Incremente ^x, ^y, ^e erhal- 
ten, so lassen sich diese letzteren mit Hilfe der Formeln (8) 
§ 171 der Kinematik (S. 365) als Functionen der Goordinaten 
X, y, s ausdrScken, nämlich: 

^ I - I [- fr' + v-) I + ( V - -) » + (i - + c) '] , 
'*!'-{[(»(• + •')*-(*■ + '■')!' + (("'-*)»], (16) 



1. -, - C 

-V, 1, l 

it, — l, 1 



.l + J« + ,.' + v"-l + a'_8ec>|- 



Die Grössen L, M, N erhalten die iDcremente 
^L — SZ^y — zr^t, 
z/Jtf = £XJs — £Z^x, 
JN—SYJx — SXJ), 

welche sich auf Grund der Formeln (16) folgend» 

drücken lassen: 
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JL — l[(iiA + v)Zi:Z—(X' + v'}Z)Z+(]iv — i)l:iZ 

- (J» - iL)i:xr-(iiv + ).)l:yY + {X' + ji,')ZiT[, 

^JK— |tO»+i)2;j(Z-0'+j')£»x+(»i-rti«2 

- ((.i - v)S)Z - {vi + li) StZ + fr" + »•) ExZi , '^'•' 
■ JN~\[[vl + n)SiY-(y' + if)SxY+(lit—v)ZyY 

- (»(» — X) Z«X - (i). + ») £xX + («• + i") Sj/X] . 
FQlurt man die abkürzenden Bezeichnimgeu (6) (S. 363) ein 
nud setzt ansseidem 

»11 + »i> + »n — »,*) 
so erhält man: 

i — Ois — «82, -^ = Osi — «181 -^ = «18 — "ii ; 

^i - f [- i (J- + rt + ".. V - "■) + »18 («C + ") 

— »1. (' " — C) + (»88 — »«) C " + (»11 — ») fl 1 
^M- I [- Jff (^' + V«) + «81 («■ - J') + O,, frv + J) 

— OjS &»' — ") + («11 — »1!)''* + (»IS-»)C], 

^iy-i[-W(r" + l') + <,„(J--rt + ».t (-» + (') 

— «81 ("(• — ')+(»» — »ll) 'C + (»88 — ») "]■ 

Setzt man noch zur AbkOlzung 

«ii' + «i>C + »i8'' — », 

«,,' + «..C + <h,<'->, (W) 

«81* + "8lC + «88 •' — )'. 

Li + ilfH + jrr — «, (20) 

so lassen sich die Gleichungen (17) einfacher schreiben: 

|^L-« + W-»^-i(ä + o), 
\jM-f + va-lr-l'(ll + ''), (21) 

i^Jf-y + »^-^« -»(« + «). 



*) Dabei ist eh bemerken, dasB a=- Z{Yx + Yy -\- Zu) das Po- 
tential der gegebenen Krftfte ist, wobei X, Y, Z, X', ... als constant« 
OrAssen sn betraubten sind. 
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Diese Gleichungen werden die Grundl^e zur Beantwortung; 
der beiden oben gestellten Probleme bilden. 

90. Gehen wir nun dazn Aber, das Sauptmoment der 
Kräfte nach einer Yerschidnmg des Körpers zu bestimmen. 

Kennt man die ursprüngliche Lage des Körpers und der 
Kräfte, so kann man die Hilfsgrösaen (6) bestimmen; femer 
sind aus der gegebenen Verschiebung des Körpers die Grössen 
X, [i, V, h bekannt; hiermit findet man mit Hilfe der For- 
meln (19) und (20) die Hilfsgrösaen a, ß, y, d und endlich 
ergeben sich aus den Gleichungen (21) die Gr&ssen z/i., ^M 
^N, die zur Bestimmung der Projectionen 

L + ^L, M+^M, N+JN 
des neuen Hauptvectors 

W = K-\-:dK 
auf die Coordinatenaxen dienen. 

Die Hilfagrössen a, ß, y, d haben eine bemerkenswerthe 
geometrische Bedeutung, die man zur Gonstruction des neuen 
Hauptmoments K benutzen kann. 

Da "ö , -^ , -^ die Cosinus der von der Verschiebungsaxe 
OA mit den Coordinatenaxen gebildeten Winkel sind, so ist 

die Projection der Kraft F auf OA. Zerlegt man also jede 
der gegebenen Kräfte in eine der Axe OA parallele und eine 
dazu senkrechte Componente, so sind 

die Momente des von den ersteren Oomponenten gebildeten 
Systems von Parallelkräften in Bezug auf die Ebenen yOe, 
eOx, xOy. 

Ist die Summe 

^ 2:{i.x + ft y + vZ) = ij cos (fiß) 

nicht gleich Null, so hat dieses System von Parallelkräften 
einen Mittelpunkt, und bezeichnet man dessen Goordinaten mit 
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tt = a Bco6(BSl), 

ß = ß'Itcoa (BSl), 

Y-^ y' R coa (üß). 
Im Palie JR coa (Äß) = 0, reducirt sich dieses System von der 
Geraden ß parallelen Kräften entweder auf ein Paar oder es 
ist im Gleichgewichte; es bat dann keinen Mittelpunkt. 

In beiden Fällen lassen sich die Grossen (22) als Pro- 
jectionen einer gewissen Strecke k auf die Coordinatenaxen 
betrachten, so dass 
a = ßi cos (Jta;), /J = ßifecoB (%), y = ßft tos (tu) (23) 
die Projectioneu der auf der Eicbttmg von k aufzutragenden 
Strecke k tan -— auf die Goordinatenaxen sind. 

Wenn man im Falle der Existenz eines Mittelpunktes 
(a'j ß', y') der der Axe ß parallelen Kräfte den vom Ur- 
sprünge nach diesem Mittelpunkte gezogenen Badiusvector 
mit (f bezeichnet, so ist 

Slk = pjR coa (iäß); 

dabei sind k und g längs derselben Geraden in demselben 
Sinne gerichtet, wenn B cos (iJß) > 0, und in entgegen- 
gesetztem Sinne, wenn R cos {RSl) < ist 
Die Determinanten 

i (er - -«. i (•"• -■«?), i (iß - c«) 

tepräsentiren die Projectioneu des linearen Hauptmoments des 
betrachteten Syst«ma von Psrallelkrafteu auf die Goordinaten- 
axen Ox, Oy, Oz; bezeichnet man alao dieaea Moment mit l, 
80 iat: 

(ly — vß •*= Sil cos (Ix), 

va~i.y = Sllcos(ly), (24) 

Xß — fta ^ £11 cosQe). 
Die Formel (20), die man auch achreiben kann 
9 = SIE cos (-^ß), 
zeigt, dass ^ die Projection des uraprOnglicben Hauptmoments 
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K auf die Verschiebimgeaxe Si. ist. Multiplicirt man diese 
Projection mit tan ■— , so erhält man die Grösse d. 

Bezeichnet femer m eine auf der Axe OA im entgegen- 
gesetzten Sinne yon ß aufgetragene Strecke gleich tf + «, so ist 

— ^ X{8 -j- o) ^ Slm cos {mx), 

-^(« + o)_ am CO. {«.;,), (25) 

— v{ä -|- «) = Um C08 (mz). 
Endlich ei^ebt sich aus den Gleichungen (23), (24), (25) 
und (21): 

JL = sin -— [/; cos {kx) + l cos (Ix) + m cos (mx)^, 

^M= sin Y [k cos Qcy) -\- l cos (/y) + »* cos (my)] , 

idN = sin Y [A cos (ks) + i cos (lg) + »t cos (mg)]. 

Diese Formeln zeigen, dass man die Grössen ^X, ^M, ^N 
erhält, wenn man eine Strecke, die geometrisch gleich li-\-l-^tn, 
maltiplicirt mit sin -^ ohne Äenderung ihrer Richtung, ist, auf 
die Coordinatenaxen projicirt. Um also die geometrische Diffe- 
renz K' — £ zu construiren, hat man mit Hilfe der gegebenen 
Grössen a^^, und },, [t, v die Strecken k, l, m und ihre geo- 
metrische Summe Ä'+Z + «i zu bestimmen und diese, ohne 
ihre Richtung zu ändern, im Verhältniss sin -g- • 1 ^u verklei- 
nern. Addirt man dann geometrisch zu der so gefundenen 
Strecke K' — K das ursprüngliche Moment K, so erhält man 
das neue Hauptmoment K'. 

91. Betrachten wir jetzt das un^ekehrte Problem: eine 
abartige Verschi^mng zu bestimmen, dass nach derselben das 
Hauptmoment der Kräfte geometriscft gleKh einer geg^Knen Strecke 
K' wird. 

Aus den bekannten Strecken K und K' lassen sich die 
Projectionen ihrer geometrischen Differenz auf die Coordinateu- 
axen, d: h. die Grössen JL, JM, JN bestimmen. Hierauf 
bleiben noch die Gleichungen (20) und (21) nach den zur 
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Bestimmung der YerschiebuiigBaze OÄ und der WinkelTerBcliie- 
bimg g> dienenden Unbekannten X, fi, v aafzulösen. 

Diese Unbekannten i,, ft, v kann man als Coordinaten des 
Endpunktes A der auf OA aufgetragenen Strecke £1 = tan -^ 
betrachten. Da diese Unbekannten den drei Gleichungen zweiten 
Grades (21) geQ%en müssen, eoistA einer der Punkte, welche 
den drei, durch jene Gleichungen dai^eatellten Flächen zweiter 
Ordnung gemeinsam sind. Die Aufgabe hat daher soviel 
Lösungen, als diese drei Flächen gemeinsame Punkte haben. 

Die Flächen (21) können durch drei andere, einfachere 
Flächen ersetzt werden, welche dieselben gemeinsamen Punkte 
A haben. Die Gleichungen dieser neuen Flächen erhält man 
in folgender Weise. 

Durch Elimination der Grössen ß und y aus den Glei- 
chtmgen (21) findet man 

oder wenn man 

# -1- o + ^(XJL + fi^M+ vJN) = s (26) 
setzt: 

a — Xs — \{JL + vJM— y.JN) = 0. (27) 
Ebenso findet man die Gleichungen; 

/J — fts — ii{JM+ k^N— vJL) — 0, (28) 

y — vs — \{/lN+^JL~}i.JM) = 0. (29) 

Die in diesen Gleichungen vorkommende Hilfsgrösse s lässt 
sich vermittelst der Formel (20) in folgender Gestalt darstellen: 

8 — a + (i + i^i),l + (Jf+^^3f)(*+(JV+i^J0»'- (30) 
Dieser Ausdruck ist ebenso, wie die Ausdrücke von a, ß, y, 
linear in Bezug auf i., n, v; daher sind die Gleichungen (27), 
(28), (29) für diese Unbekannten vom zweiten Grade; sie 
stellen also drei Flächen zweiter Ordnung dar, die, wie man 
leicht sehen kann, geradlinige Paraboloide sind; man kann sie 
entstanden denken durch Bewegung dreier Geraden parallel 
einer und derselben Ebene, die senkrecht ist zu der Yer- 
binduagslinie des Punktes mit der Mitte der Verbindunga- 
streeke der Endpunkte der Momente K und K". 
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Die Gleicbncg (30) ist nämlich bei constantem s die 
Gleichung einer zn jener Geraden Benkrechton Ebene, wahrend 
(37) die Gleichung einer anderen Ebene ist; folglich reprä- 
sentiren beide Gleichungen zusammen eine Gerade, die mit der 
Aenderung von s zwta ihre L^e ändert, aber immer der Ebene 
(L-i-\^L)X-\-(M+^JM)li + {N-^^JN)v — (31) 
parallel bleibt; dieselbe beschreibt daher eine geradlinige Fläche 
zweiter Ordnung, deren Gleichung man durch Elimination von 
s aus den Gleichungen (27) und (30) erhält. Dasselbe gilt 
auch TOn den Gleichungen (28) und (29). 

Subatituirt man in (27), (28), (29) fiir a, fi, y ihre Aus- 
drücke (19), so ergiebt sich: 

(«,, ^ i^J>r)i + {(H, - s)p + («., + \'äL)v = ^JM, (32) 
(fl,. + ^^M)l + (o,, - i^i)p + (a,, ~ s)v = iJN. 

Es bleiben nun noch die Gleichungen (30) und (32) be- 
zdglich s, A, fi, V aufzulösen. Zum Zwecke grösserer Sym- 
metrie in den Formeln und um unbestimmte Ausdrücke von 
der Form 3 und ^ zu vermeiden, fdhren wir statt der Co- 
ordinaten A, ft, v die homogenen Ui, «g, «g, u^ ein, indem 
wir setzen: 

j_^, p_i, „_i. 
Dadurch gehen die Formeln (30) und (32) in die folgenden über: 

(L+i^i)»,+(-Jf+i^-Jf)«,+(w+j^jr)«.+(«-«)«,-o, 

Hieraus erhält man durch Elimination von u^, u^, Mg, u^ eine 
Gleichung mit einer einzigen Unbekannten s 

Ä = 0, (34) 



wem 


man setet: 










L + i^L. 


M + { JM, 


N+iJN. 


— » 


8^ 


»,.-<-, 


«„ + iJN, 


«„ - i^M, 


— iJL 




a„-i^N, 


».,-», 


«„ + i^L, 


-i^M 




a,, + iJM, 


<h,-i^L, 


«11 — «,- 


— iJN 



iLCD, Google 



— 378 — 

Da diese Gleichnng in Bezug auf s vom vierteil Grade ist, so 
ei^eben sich fflr s bOebstens vier reelle Werthe. Bestimmt 
man dieselben und setzt einen derselben in die Gleichungen (33) 
ein, so tat man vier lineare homogene Gleichungen fOr n,,. 
tig, Uj, n^. Jedes Werthsjstem dieser Unbekannten liefert die 
zur Bestimmung der gesuchten Verschiebung dienenden Grössen 



A=J., ^=J-, v = ^, tanf = !/!* + p» + t/*. 

Bezeichnet allgemein Sa diejenige Unterdeterminante von 

S, die man durch Differentiation von S nach dem Elemente 

der ft*™ Horizontal- und der «"" Verticalreihe erhält, so hat man: 

M, : «ä : Mg : Mj = S», : Sn : Sta : S*4i 

sind nicht alle Determinanten Sti gleich Null, so ergeben sich 

bestimmte Werthe 

5*1 'S'jj 5tj 

A = — , ^ = ^, v = -g^^, 

mit deren Hilfe sich die Lage des Punktes A und somit auch 
die Lage der Axe OÄ, sowie die Winkelverschiebung ip be- 
stimmen lassen. 

Ergiebt sich für s aus der Gleichung S ^0 ein reeller 
Wertb, so stellen die Gleichungen (33) vier Ebenen dar, denen 
der Punkt (m^, «g, Mj, m^) gemeinsam ist. Tritt der Fall ein, 
dass gleichzeitig Sti — 0, Stg = 0, 5*3 -= 0, S** = ist, so 
schneiden sich diese Ebenen in derselben Geraden oder fallen 
in eine Ebene zusammen. Im ersteren Falle existiren unendlich 
viele Äxen OA, die sämmtlich in einer durch und die Schnitt- 
linie der Ebenen (33) hindurchgehenden Ebene liegeu; jeder 
dieser Axen entspricht eine bestimmte Winkelverschiebung (p\ 
dieselbe bestimmt sich durch den Badiusvecter OA ^ tan ^t 
den man von nach dem Schnittpunkte der entsprechenden 
Axe mit der Schnittlinie der Ebenen (33) ziehen kann. 

Wenn alle vier Ebenen (33) durch den Ursprung hin- 
durchgehen und sich in derselben Geraden schneiden, so ist 
diese Gerade die Verschieb ungsaxe und die Winkelverschiebung 
ist willkürlich; es kann daher jede beliebige auf ihr auf- 
getr^ene Strecke OA für tan ^ gewählt werden. 
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Fallen endlich die vier Ebenen (33) in eine einzige (JP) 
zusammen, die nicht durch den Ursprung geht, so kann 
jede durch gezogene Gerade als Verachiebungsaxe gewählt 
werden; die Winkel Verschiebung bestimmt sich durch den 
Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ebene (P). Gebt aber 
die Ebene (P) durch 0, so kann jede in dieser Ebene durch 
gezogene Gerade als Verschiebungsaxe gewählt werden, wobei 
die WinkelTerschiebuDg ganz willkürlich bleibt. Betrachten 
wir nun die wichtigsten gpecialfälle. 

92. Es sei JL = 0, JM=0, JN=0; d.h. es soll 
eine Verschiebui^; bestimmt werden, die das Hauptmoment K 
nicht ändert. Da der Hauptvector R sich dabei gleichfalls 
nicht ändert, so repräsentiren die Kräfte nach der Verschie- 
bung ein dem ursprünglichen äquivalentes Kräftesjstem; man 
kann daher die Axe der gesuchten Verschiebung eine Axe der 
Aeqmvalens nennen. 

Im vorliegenden Falle reduciren sich die Gleichungen (33) 
und (34) auf die folgenden: 

Xm, + M«j + 2f«s + (a — 8)Ui = 0, (35) ' 

Oai«! + (oga — s)it2 + «äs^s = f*j (36) 

«31«! + «3S«a + («88 — s)t(s = 0, 

(a - s)S,^ = 0, (37) 

mit 



«gj — S, Ojj 

»OBJ «SB — 



(38) 



Die Gleichung (37) ist erfüllt, wenn man s ^ a setzt, woraus 
ä = folgt, sowie 

(«II — «)«1 + «1*«» + ßl8«3 = 0. 

«si»*i + («»» — o)«i + «s-s«8 = 0, (39) 

0S1«1 + «88«! + («33 — «H = 0- 

SoUen diese drei Gleichungen durch Werthe von m,, u^, Mj 
erfallt werden, die nicht alle drei gleich Null sind, so muss 
die Determinante 
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— a, ö,g ö,g 

«81. . «w. <% — < 
verschwinden, 3. h. es muss 8 = eine Wurzel der Gleichung 
S,4 = sein. Die Lösung der vorliegenden Aufgabe hängt 
daher nur von den Wurzeln dieser Gleichung ab, und da die- 
selbe vom 3. Grade ist, also mindestens eine reelle Wurzel 
haben muss, so ist die Lösung der Aufgabe immer möglich. 

Setzt man in die Gleichungen (36) für s eine der reellen 
Wurzeln der Gleichung S^^ = ein, so hat man die Glei- 
chungen dreier, durch den Ursprung gehender Ebenen, die 
sich entweder in derselben Geraden schneiden oder in eine 
und dieselbe Ebene fP) zuaammen&llen. Im ersten Falle ist 
die Schnittlinie der Ebenen die gesuchte Axe der Aequivalenz. 
Ist s nicht gleich a, so geht die Ebene (35) nicht durch den 
Ursprung und die betreffende Axe der Aequivalenz trifft sie 
in einem Punkte A. Aus dem Badinsvector OA = tan -^ 
bestimmt sich dann die Winkelverschiebung <p. Das Zusam- 
menfallen der Ebenen (36) in eine einzige (F) tritt ein, wenn 
die Unter determin an ten zweiten Grades, die man durch Diffe- 
rentiation der Determinante S,^ nach den Elementen einer be- 
liebigen Reihe erhält, verschwinden. In diesem Falle ist jede 
in der Ebene (P) durch gezogene Gerade eine Axe der 
Aequivalenz; ist s nicht gleich a, geht also die Ebene (35) 
nicht durch den Ursprung 0, so trifft die Axe diese Ebene 
in einem Punkte Ä, aus dessen Radiusvector OA == tan -^ 
sich die Winkelverschiebung bestimmt. 

Untersuchen wir nun den Specialfall, dass s = a ist. 
Dann nimmt die Gleichung (35) die Form an 

Xm, + JlfMa + Ji^«s ■= (40) 

und stellt eine durch gebende Ebene dar. Da die Deter- 
minante A gleich Null ist, so werden die Gleichungen (39) 
durch Wertbe von «j, Mj, «3 erfüllt, die nicht sämmtlich Null 
sind. Bezeichnet allgemein Au die Derivirte der Determinante 
A nach dem Elemente der k*™ Horizontal- und it*™ Vertical- 
reihe, so hat man 
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«1 :Ms : Mj, = -i*i:^ :Xi3, (41) 

wäliren<i die Gleichung (40) die Bedingung 

ÄiiL + AiaM+ At3N=0 (42) 

für Ä=l, 2, 3 erfordert. 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, bo kann den Gleichungen 
(39) und (40) nur durch w^ = 0, % == 0, % = für beliebige 
Werthe von «^ genügt werden. Dies liefert A ^ 0, (t ^ 0, 
V = 0, was gar keiner Verschiebung entspricht. 

Sind aber die Determinanten Au nicht alle gleichzeitig 
gleich Null und erMlen sie die Bedingung (42), so sind (39) 
und (40) die Gleichungen von 4, in der Geraden (41) sich 
schneidenden Ebenen. Diese Gerade ist die Axe der Äequi- 
valenz. Da die Lage des die Strecke OA = tan y bestimmen- 
den Punktes A auf ihr unbestimmt ist, so ist auch die Winkel- 
verachiebung <p willkürlich. Dies zeigt, daaa das Haupt- 
moment der Kräfte sich bei fortwährender Drehung des Kör- 
pers um die Gerade (41) im einen oder im anderen Sinne 
nicht ändert. 

Nach der Bedingung (42) steht das Hauptmoment K auf 
der Geraden (41) senkrecht. Man kann daher in ii^end 
zwei Punkten dieser Geraden zwei Kräfte P und Q angreifen 
lassen, die den Bedingungen 

P+Q-^E und WP -\-MQ = K 
genügen. Zwei solche Kräfte sind dem gegebenen Kräfte- 
sjstem während der ganzen Zeit der Drehung des Körpers 
um die Gerade (41) äquivalent 

Sind die Ängriäspunkte der Kräfte P und Q unbeweglich 
fixirt, so rufen dieselben Widerstände — P, — Q hervor, mit 
denen sie im Gleichgewicht sein müssen; ersetzt man also 
P und Q durch die gegebenen Kräfte, so sind diese mit den- 
selben Widerständen während der ganzen Zeit der Rotation 
des Körpers um die Gerade (41) im Gleichgewicht. Diese 
Gerade hat daher eine ähnliche Eigenschaft, wie der Mittel- 
punkt von Parallelkräft«n und wie die Centrallinie. Möbius 
nennt solche Rotationsaxen Hawptaocen der Drehung oder ein- 
fach Hawp^xen. 
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In dem Specialfalle, dass i = 0, 3f = 0, N ^0, d. h. 
£" >= ist, reducirt sich das Kräftesystem auf eine im Punkt 
angreifeude Einzelkraft R. Dann wird die Gleichung (42) 
identisch erfüllt und die Gerade (41) wird wieder zur Haupt- 
axe der Drehung. 

Ist der Punkt (est, so ist die Resultante B oder das 
ihr äquivalente gegebene Eräftesjstem mit dem Widerstände 
— JB während der ganzen Zeit der Rptation des Körpers um 
die Gerade (41) im Gleichgewicht, 

Sind alle Au gleich Null, so reduciren sich die Gleichungen 
(39) auf eine einzige, welche die Gleichung einer durch den 
Ursprung gehenden Ebene (P) ist; wenn dabei das Haupt- 
moment K von Null verschieden ist, so schneidet (P) die 
Ebene (40) in einer Geraden, welche die Hauptaie ist. Ist 
dagegen £ ^ 0, so ist jede Gerade in der Ebene (P) eine 
Hauptaxe. 

Sind endlich alle Elemente der Determinante A gleich 
Null, so hat man 

i = o, M^o, N=o, ä:=o, 

und die Gleichungen (39) und (40) liefern keine Bedingung 
für %, «s, Mj, «4- Daher ist jede durch gehende Gerade 
eine Hauptaxe, d, h, bei jeder Kotation des Körpers um 
bleiben die Kräfte im Gleichgewicht mit dem Widerstände 
dieses Punktes. Mau nennt dies den astatischen Zustand des 
Körpers; der Punkt ist dann der Mittelpunkt des Eräfte- 
syetems. 

93. Setzen wir nun voraus, die Gleichm^ (42) sei nicht 
erfüllt, es gäbe also keine Hauptrotationsaxen für den Punkt 
0, und sehen wir zu, ob es keinen anderen Punkt giebt, für 
den solche Äxen existireu. 

Bezeichnen £, tj, t die Coordinaten des gesuchten Punktes 
in Bezug auf die Aien Ox, Oy, Oz und verlegt man den 
Coordinatenursprung nach diesem Punkte, so sieht man leicht, 
dass die Gleichungen (35) und (36) für diesen neuen Ursprung 
lauten werden: 



izecy Google 



(L — ^EZ +t£Y)l + {M- tZX + %2:Z)y, 

+ <ß-%i:Y+-nSX)v-o, 

(o„ - a + nEY+ iZZ)). + (a„ — %ZT)ii 

+ (o,, - lEZ)v — 0, (43) 

(o,, — iiZX)J + (o,, — » + |2;X + S£2)(i 

(a„-|2:X)i + (o„-S2riC + 
(^,-a + l2:r+tEY)v-0; 
hierin sind für Wj, «j, u^ die ihnen proportionaleo Grössen 
K, p, V eingesetzt worden. 
Setzt man 

ttt—v'>i=p, vi — A£ = 3, iij — ft| = r, (44) 
so lassen sich die Gleichungen (43) schreiben: 

Ll + Mti + Nv =pSX + q^Y-\- rSZ, 
(«11 — ä)k + fl„^ + öisv + p2;r— j£Z = 0, (45) 
(h^k + {a^i — a)^ -\- a^v -\- p2^Z — r 2:X = , 
a3,A+05jft + (a3s — a)«/ + a^'X — p2;r= ; 
hier kann man nun die sechs Grössen k, (i, v, p, q, r als die 
gesuchten betrachten, wobei zwischen ihnen die Bedingung 

kp + liq + vr = (46) 

besteht. Sind diese Grössen gefunden, so dienen die Glei- 
chungen (44) zur Bestimmung der Coordinaten S, ij, t des 
gesuchten Punktes. Da infolge der Bedingung ($4) jede der 
Gleichungen (44) die Folge der beiden anderen ist, so stellen 
dieselben eine Gerade dar, und als Punkt (4, ij, £) kann man 
jeden Punkt dieser Geraden wählen. Sie bildet mit den Äxen 
Ox, Oy, Og, also auch mit den dazu parallelen, nach dem 
neuen Ursprung verlegten Äxen Winkel, deren Cosinus resp. 
ß' a^' "^ sind; dies sind aber dieselben Winkel, welche die 
Hauptrotationsaxe mit den Coordinatenasen bildet; also ist 
die Gerade (44) eine Hauptaxe für jeden ihrer Punkte. 

Ist der Hauptvector B der Kräfte nicht gleich Null, so 
hat das Kräftesjstem eine bestimmte Centralaxe. Setzen wir 
dies voraus imd wählen wir den Coordinatenursprung in 
einem Punkte der Centralaxe, sowie die Axe der positiven x 
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in der Richtung der Centralaxe im selben Sinne mit dem 
Hauptvector ijj dann ist 

2:X = E,'2¥-~0, i:Z = 0, M=0, N=0; 
daher gehen die Crleichungen (45) Qber in: 

Zi— pE, (47) 

(%,. — a)X + fljj/i + '^is" =■ ^ ' 
"si ■* + {<% — o)f» + ö»»»' — »-2 = 0, (48) 
Osi^ + «88*» + (Ojs — a)v + qR = 0. 
Aus den letzten drei Gleichimgen folgt: 

i= jC-^i»' — All«)) 
^™4(^*"-A.2), (49) 

Substituirt man diese Werthe für Jl, |t, v in die Gleichnngen 

(46) und (47), so ergiebt sich: 

p(A,,r - A,,q) + q(A^r ~ A^,q) + r(A,,r - A,^q) = 0, (50) 

p=^(jk,r~A,,q). (51) 

Eliminirt man endlich p aus diesen beiden Gleichungen, so 
erhält man die in Bezug auf q und r homogene Gleichung 
zweiten Grades 

^(A„r-A„q)'-A„,'+(A^-J^)qy + A„f'-0, (52) 

die far das Yerhältuiss — zwei reelle oder imaginäre Werthe 
liefert. Im ersten Falle kann man ans diesem Verhältnisse 
zwei Systeme reeller Grössen q und r bestimmen, die wir mit 
(Si) ^i) lod (jg, »-g) bezeichnen wollen; mit Hilfe der Formeln 
(49) und (51) findet man dann die entsprechenden Werthe für 
^> l*j "> P- Bezeichnen wir diese Werthe mit (A,, ^,, v, , p^), 
(lg, ft^, Vg, p^'), so sind nach den Formeln (44) die Gleichungen 
der Hauptrotationsaxen: 

Das gegebene Kräftesjstem kann somit nicht mehr als 
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zwei HauptrotationsfuieD besitzen. Sind die Wurzeln der 
Gleichung (52) gleich, so fallen dieselben in eine einzige zu- 
sammen; im Falle imaginärer Wm-zeln giebt es gar keine 
Hauptrotationsaxen. 

Betrachten wir nun einige bemerkenswerthe Specialialle. 

a) Gesetzt, alle Eräfte seien einer Ebene parallel. Da 
die Centralase dieser Ebene gleich&lla parallel sein muss, so 
kann man, indem man sie als x-Äse wählt, die Ebene xOy 
allen Kräften parallel legen. Unter dieser Voraussetzung hat man 
Z = 0, Z' =0, ..., also «,3 =0, a,a = 0, «33 = 0; ausser- 
dem ist %i = 0, weil «31 — «IS ^ Jlf = ist. Legt man nun 
die Ebene yOs durch den Mittelpunkt der Projectionen aller 
Kräfte auf Gerade parallel dem Hauptvector B. (d. h. durch 
den Centralpunkt in der Centralebene), ao wird o^, ^ SxX. = Q. 
FQr die Determinante Ä erhält man somit den Ausdruck 
— (kt,<ht) 
«li. 0, 0. 

0, «Bg, Oj, 

Zugleich ergiebt sich: ^ 

.4,1 = 0, A^^ == a^^a^t, A^^ = a^^a^^ , 

Agi ^ , A^g = , j1j3 = ■ *>! 2 ■ 
Hiermit gehen die Formeln (49), (51) und (52) Ober in: 

i'=-^,(«^ + «?.)2'- = 0. 

Die letzte Gleichung hat zwei reelle Lösungen r^ = 0, q^ 
denen die Werthe 

i, = 0, fti = 0. »-i^-^^ 3i.J>i'=0, 



^" ^> 



Pi = - 



:hen, wo Ji und r^ beliebige reelle Wertbe haben 
können. Hieraus folgt, dasa jedes System von Kräften, die eivier 
Ebene parallel sind, ewä Hauptrotatvmsaxen hat, wenn der 
Hauptvector nicht gleich Null ist. 

Somoff, Hechuük. II. 25 
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Die Fonaeln (53) geben die folgenden Gleichungen für 
diese Geraden: 

^ = 0, g-^, (54) 

ÖM§ — 03«») = — ^^.%»S — «isS-^Oifliiti?— a»äl=^; (55) 
man sieht aus denselben, dass die eine Hauptrotationsase in 
der Ebene xOe parallel der Axe Oz liegt im Abstände ^ 
von ihr, während die zweite durch den Punkt (0, ^, 0), 
d. h. durch den Centralpimkt in der Centralebene geht und 
parallel ist zu der Geraden, die durch den Ursprung und 
den Funkt (%'- , ^ , ^1 gelegt werden kann. Dieser letz- 
tere Punkt ist der Mittelpunkt des Systems von Parallelkräften, 
welches die Projectionen der gegebenen Krätze auf diejenigen 
Geraden, die man durch ihre Angriffspunkte parallel zu Ojf 
legen kann, in Yerbindung mit der im Punkte angreifen- 
den und längs Oy gerichteten Kraft It bilden. Die Gerade, 
die durch und dftn Punkt (^ , ^ , ^1 geht, liegt daher 
in der Centralebene und ist dem Arme desjenigen Paares pa- 
rallel, welches die Resultante R der der Axe Oy parallelen 
Kräfte, die im Mittelpunkte dieser Kräfte angreift, mit der in 
angreifenden, ihr entgegengesetzt gleichen Kraft R bildet. 
Üeberdies zeigt die letzte der Gleichungea (55), dasa die Pro- 
jection jener Geraden auf die Ebene xOy auf der durch die 
Punkte {^, 0, 0,1 und (o, ~, O) gehenden Geraden senk- 
recht steht. Aus allen diesen Umständen geht hervor, dasa 
die Gerade (55) die Centrallinie des Kräftesystema ist. 

Liegen alle Kräfte in der Ebene xOy, ao ist ä = 0, 
js' = 0, . . ., also 0^3 = 0; die Gleichungen (55) gehen Ober 
in die folgenden 

die offenbar die Gleichungen der Centrallinie des ebenen Krafte- 
systems sind. Der Punkt {^, 0, O) ist der Mittelpunkt die- 
ses Kräftesysiems. 
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Gesetzt, das System der der Ebene xOy parallelea Kräfte 
reducire sich nur auf zwei Kräfte F, F'. Man hat dann 

a^ü = (a; — 3:') r , o^ = (» — tf')Y, t^j = (ü — 0')^, 
und die Gleichungen (55) gehen über in die folgenden 

'(!'-rtt-(«-»')(i-^-)-o, 

(«-/){-(i-i')£-0, 
(a,_a,')(,_^)_(j_j')i-Oi 

es sind dies die Gleichungen der Verbindungslinie der An- 
griffspunkte (x, y, z) und {x', y', s'). 

b) Betrachten wir femer den Fall, dass die gegebenen 
Kräfte sich auf eine einzige Kraft R reduciren lassen. Es ist 
dann L ^0, d, h. «gj = tijj; daher gilt die Gleichung a^i ^ö.t 
für alle Indices fc und i\ die Determinante A wird also sym- 
metrisch und es ist auch An = An für alle Indices h und i. 
Die Formeln (51) und (52) gehen über in: 

p = 0, A^q^ - (A^ - A^)qr - A,,f^ = 0. (56) 
Die letzte Gleichung liefert: 



5. _ A, 


-^. 


+y(^,-A. 


)• + i-a;. 


S,_^. 


-A,, 


2^ 


)■ + "!. 



(57) 

wenn also das Kräftesystem eine Einzelresultante hat^ so existi- 
ren immer zwei Hauptrotationsaxen. 

Da p, ^ und i>j = ist, so nehmen die beiden ersten 
der Gleichungen (53), welche die Frojectionen der Haupt- 
rotationsaxen auf die Ebene yOs darstellen, die Gestalt an: 

man sieht hieraus, dass diese Frojectionen' durch den Ursprung 
gehen, wozu erforderlich ist, dass die Hauptrotationsaxen 
die Äxe Ox, d. h. die Bichtungslinie der Resultante aller 
Kräfte, schneiden. Femer giebt die Bedingui^ (46) 

^Si + Vir^ — 0, (tsJa + Vgr^ — O, 
woraus folgt: 

26* 
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aus den Gleichungen (57) folgt aber 2^ • j^ 1= — 1 j - mithin 
ist auch 

ä. h, die Hmiptrotationsaxen liegen in swed bu einander senk- 
rechten, durch die Resultante gehenden Ebenen. 

Wählt man eine dieser Ebenen zur Ebene xOy, die an- 
dere als Ebene xOe, so wird Vj = 0, ft^ = 0, 2i ^ 0, r, = 0; 
daher muss A^g ^ sein. Dann geben die Formeln (49) : 

/, = ^ ^ir, , ^, = 3 Ä^Ti , 

^i ^ Ai«» . vs = — ^- ^33«, ; 

hiermit ergiebt sich nach den Gleichungen (53); 

A (58) 

Legt man dagegen die Ebene yOji durch den Centralpunkt in 
der Centralebene, d. h. durch den Mittelpunkt des Systems 
der Parallelkräfte, welches die Projectionen der gegebeneu 
Kräfte auf Grerade, die parallel der Resultante It durch die 
Angriffspunkte der Kräfte gelegt sind, büden, so vird o,, = 0, 
a ^ Ojg ~1~ "ss) ^^'^ 

A^tha + -4b«83 = , AgiOsi + ^38028 = i 

hiermit reduciren sich die Gleichungen (58) auf die folgenden : 
£-0,a.,(,-t) + »„(|-^)-O, 

^-o,a.(e-^) + «„(e-^)-o. 

Diese Geraden können leicht construirt werden.*) 

Ist der Hauptrector R gleich Null, so reduciren sich die 
gegebenen Kräfte entweder auf ein Paar, oder sie sind im 



•) S. MCbiuar „Lehrbuch der Statik", § 150. 
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Gleichgewicht. Jedenfalls ist SX^Q, £Y^-0, ^Z = 0, 
so dass die Goordinaten %, ij, l aus den Gleichungen (43) 
verschwinden; diese rediiciren sich daher auf die Gleichungen 
(35) und (36). Beatehen die letzteren gleichzeitig, so existirt 
fOr jeden Funkt des Haumes (wie wir in § 92 gesehen haben) 
eine einzige Hauptrotationaaxe oder unendlich viele solcher 
Axen. Bestehen dagegen die Gleicbui^en (35) und (36) nicht 
gleichzeitig, so giebt es in keinem Funkte der Raumes Haupt- 
rotationsaxen. 

Wenn sich die gegebenen Kräfte auf ein Faar reduciren, 
so ist das Hauptmoment K nicht gleich Null und steht senk- 
recht auf der Hauptrotationsaxe, wie aus Gleichung (35) her- 
vorgeht Man kann daher auf dieser Axe den Arm eines 
Paares so wählen, dass sein Moment gleich K wird und dass 
dieses Paar daher dem gegebenen Kräftesystem bei fortwäh- 
render Kotation des Körpers um die Hauptrotationsaxe äqui- 
valent bleibt 

Im Falle K^O sind die Kräfte in einem Gleichgewichts- 
zustände, der durch eine Rotation des Körpers um die Haupt- 
axe nicht gestört wird. Jede Axe, die diese Eigenschaft hat, 
nennt Möbius eine Ghichgemichtsaxe. Aus dem Obigen gebt 
hervor, dass zur Existenz von Gleichgewichtsaxen nothwendig 
und hinreichend ist, dass die Determinante 



verschwindet. 

94. Gesetzt, es sei B = 0, aber das Hanptmoment K 
sei nicht gleich Null, d. h, die Kräfte reduciren sich auf ein 
Paar, und suchen wir nun eine Verschiebung des Körpers, 
nach welcher die Kräfte ins Gleichgewicht kommen. Die Lösung 
. dieses Problems ergieht sich aus den Formeln des § 91. Da 
JE' =1 sein soll, so hat man 

dL='-L, JM^-M, ^N=^~N; 
hiermit gehen die Gleichungen (33) Gber in; 
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iX«! + ^MUi + i-?^«s + (« - s)«4 = , 

ii<h2 + 08:)«!*+ («38 — sK + i("s3 + «3i)«3 + i-Ä^M* «= / 
i(ai3 + «3.)«I + *(«» + O«! + (% - s)«3 + i JV«, = . 
Durch EliminatioB von u^, Ug, Ug, u« ergiebt sich hieraus zur 
Bestimmtmg von s die Gleichung vierteu Grades 
^L, \M, ^N, a-s 

«il - S, -iKa + <hi) , i(«iB + %) , \L 

deren linke Seite in Form einer symmetrischen Determinante 
geschrieben werden kann, nämlich: 

-a, iL ^M, iN (60') 

iL, s — ön, — i(öi!-f Oji), — ^(«is + asi) _„ 

iM, -i(a,, + a,,), s-a^, -i(a,,+ a^,) ■ "• 
i^, — i(«i3 + <hi)> — iK» + "sa). « — «88 
Die vier Wurzeln dieser Gleichung sind bekanntlich sämmt- 
lich reell;*) es existiren daher im Allgemeinen vier Verschie- 
bungen des Eörpere, die fähig sind, das gegebene Kräfte- 
System ine Gleichgewicht zu bringen. Unter den Wurzeln der 
Gleichung (60) können auch gleiche sein, so dass die Anzahl 
der der Aufgabe gen^enden verschiedenen Verschiebungen 
auch kleiner als vier sein kann. 

Durch eine passende Wahl der Goordinatenaxen Ox, Oy, 
Oz kann man die Gleichung (60') vereinfachen und dann die 
Realität aller ihrer Wurzeln darthun. 

Wählen wir die Axe Ox in der Bichtung des Haupte 
moments K, so wird dadurch 

Jtf '= , N =Q, also öj, = a,3 , «j, = a^^ . 

*) Die obige Gleichung gehört zu derselben Gattong wie die, welche 
znr BeBtiraniimg der säculären Planetenabweichnogen dient Den Be- 
weis dafSr, dasB B&mmtlicbe Wurzeln einer eolchen Gleichung reell triud, 
findet man in den folgenden Werken: Cauchy. Eierc. de math^matiqueB, . 
T. IV; Botohardt in LiouTille'B, Jonm., T. XII, 1" sörie; SylvOBter, 
PhiloB. Mag., vol. IV, 4. aerieB (1852), pag. 138. S. auch die Werke 
von BrioBchi und Baltzer fiber die Theorie der Determinanten und des 
YerfaBBerB Abhandlung „Sur l'^quation alg^brique ä l'aide de laqnelle ou 
d^tennine les OBCillatioDs träs-petite« d'un BTstäme de points mat^riels". 
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Man kann dub weiter die Richtungea der Äxen Oy und Oe 
so wählen, dass 

«SS + a»a = 
wird. Kimmt man nämlich zunächst an, die rechtwinkligen 
Axea Oy und Os hätten ganz beliebige Riehtungen in der zu 
Ox senkrechten £bene und ersetzt dann die Coordinaten y 
und e durch andere, y' und s', bezüglich neuer Axen Oy' und 
Os', so ergiebt sich, wenn man -^yOy' = a setzt und die 
Projectionen der im Punkt (a:, y, z) angreifenden Kraft F auf 
die Axen Oy' und Os mit Y und Z', sowie die Werthe der 
Grössen a^ und o^j nach der Transformation mit a'jj und a'^^ 
bezeichnet: , 

y' <=• y coa tt -\- e sin tt , s •= — y sin «t -|- « cos a , 
Y' =Y coe « + ^sin«, Z' = — Ysino + ^coso. 
Daher wird 

öjj' = (ojj — öjj) sin a cos a -)- a^^ cos* a ^ a^^ sin* a , 
'hi ^ i^ — 'hi) s^° "^ '^"^ " ~" %3 s^ii^ "^ + "s! COS* a , 
djs' + (hi = («3» — «Sä) sin 2a + («as + «s*) »^OS 2a . 
Setzt man a^g' -\- o^g' = 0, so erhält man die Gleichung 

(ojs — Osi) sin 2a + (Ogg + «gj) cos 2« = , 
welche die Bedingung liefert: 

tan 2« = ^?-±-^ . (61) 

Aus diesem, immer möglichen Wetthe toe tan 2« ergeben 
sieh für a zwei um 90" von einander verschiedene Werthe. 
Jeder dieser beiden Werthe bestimmt ein Äxensystem Oy', 
Oz', das die verlangte Bedingung erfüllt. Nimmt man nnn 
an, dass die ursprünglichen Axen Oy und Oz mit einem solchen 
Coordinatensystem zusammenfallen, so hat man c^g -|- o» ^ 0, 
wodurch die Gleichung (60') die Form annimmt 
- «, Oj,, 0, 






= 0, (62) 
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(s — a){s — o,,) (s - «Ha) (s - <%) 

— {s — a)(s — Osj) ajj — (s — a) (s — o^) of, (62'). 

- (s- Oi,)(s-asj)a^,— 0. 

Der Factor von (s — a) in dieser Gleichung ist die sym- 
metrische Determioante dritten GradeB 

s — «11, — «12- —«13 I 

~a,j, 0, s-a,3 j 

setzt man dieselbe gleich Null, so erhält man die Gleichung: 
(s - a,i)(s — "mXs — Oss) — (s — Osa)«^,— (s — «m)o^ = 0, 
welche dieselbe Form hat, wie die in der analytischen Geo- 
metrie bei der Bestimmung der Hauptaxen der Flächen zweiter 
Ordnung auftretende Gleichung. Eine Wurzel ff, derselben 
liegt zwischen — oo und der kleineren der beiden Grössen 
Oft, a^; die zweite Wurzel ffj liegt zwischen a^j und a,, und 
die dritte ff, zwischen der grösseren der beiden Grössen a^^, 
Ojj und -j- oo. 

Setat man in die linke Seite der Gleichung (62') die 
Werthe 

— OO , ff, , ff j , ff j , + oo 
ein, so ergeben sich Resultate mit den reepectiven Vorzeichen 

+, -, +, -, +1 

hieraus folgt, dass Gleichnng (60) vier reelle Wurzeln s,, s,, Sg, s^ 
hat, die folgendermassen vertheilt sind; 

— OO < S, < ff, < ^ < ffj < Sg < ffj < s. < + oo. 

Untersuchen wir nun den Specialfall, dass alle EräÜe in 
derselben Ebene yOe liegen. Dann ist 

Oll '=0, fljg = 0, o,3 ■= 0, o =■ «18 + «sj > 
so dass die Gleichungen (59) und (62) sich auf die folgenden 
reduciren: 

«2sWl + («M + % — S) »4 = 0, 

— SM, +aj3tti = 0, 

(«M — S}«s = 0, 

[{s — a„-a^)8 — alJ (s — a„) (s - %) = 0. (64) 
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Durch Auflösung der letzten Gleicliung ergeben aich als Wurzeln: 



-VC^. 



s, — - 



-V('^t--)'+'''- 



Nehmen wir zunächst an, alle diese Wurzeln seien verschie- 
den von einander. Wählt man nun für s einen der beiden 
Werthe s^, Sj, so werden die Gleichungen (63) erfüllt, wenn 
man setzt 

«ä ^ 0, Mg ^ 0, Mj : «^ ^ «23 : s, 
wodurch man erhält: 

p = 0, f = 0, A = ^- 

Diese Gleichungen bestimmen eine Yerschiebungsaxe, die längs 
der Coordinatenaxe Ox gerichtet ist^ und eine Winkelverschie- 
hung 9, die durch die Gleichung 

la„|_ + J_+^ 

gegeben ist. Bedeuten <p^ und go^ ^'^ ^^^ Wurzeln s^ und 5j 
entsprechenden Winkelverschiebungen, so hat man 

tanf -tan^^^ P^ = l , 

also gjj ^ ISO" — tp^. 

Wählt man s = Sj = o^^ für die Gleichungen (63), so 
hat man 

M^ ^ 0, M^ ^ 0, Mg = 

ZU setzen, während i^ eine willkürliche Grösse bleibt, die 
jedoch nicht gleich Null sein darf, wenn man den, keine Lö- 
sung der Aufgabe darbietenden Fall, dass die vier Grössen 
»1, %, Uj, u^ sämmtlich gleich Null sind, ausschliesst. Wählt 
man also für u^ einen beliebigen von Null verschiedenen 
Werth, so wird 

cos (Slx) - -; -\ = 0, ■ 

y«? +«? + «? 

coe (Sly) = --_--^-3_^_ = + 1 , 
cos (He) = — "» =» . 

y«; + «ä + «' 
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Die diesen Cosinus entsprechenden Winkel bestimmen eine 
Verschiebimgsaxe il längs der Coordinatenaxe Oy im Sinne 
der' positiven oder negativen y gerichtet, je nachdem ti^ posi- 
tiv oder negativ ist. Zugleich ist 

also tan |- = oo, ip= 180". 

Die erforderliche Verschiebung kann also durch eine 
Drehung des Körpers um die Axe Oy um 180" hervoi^ebracht 
werden. 

Wählt man endlich s = s^ = a^, so findet man in der- 
selben Weise, dass die gesuchte Verschiebung durch eine 
Drehung des Körpers um die Axe O2 um 180" hervorgebracht 
werden kann. 

Der Umstand, dass eine Drehung des Körpers um die 
Axe Oy um 180" die Kräfte ins Gleichgewicht bringt, erklärt 
sich folgendermassen. Eine solche Drehung ist gleichbedeu- 
tend mit einer Äenderung der Richtungen aller der Axe Os 
parallelen Componenten Z, Z', . . . in die entgegengesetzten 
— Z, — Z', . . . ohne Aeuderung der Componenten Y, Y', . . , 
und der Angriffspunkte der Kräfte. Dadurch verändern sich 
aber nur die Vorzeichen der Grössen a^ und a^, so dass die 
Bedingungsgleichuug «gj + Oja ^ in — O23 + »ga =■ oder 
S (yZ — 0Y)^O übei^eht, welches die Bedingung des Gleich- 
gewichts der Kräfte ist. 

In ähnlicher Weise erklärt es sich, weshalb eine Drehung 
des Körpers um die Axe Oz um 180" die Kräfte ins Gleich- 
gewicht bringt. 

Untersuchen wir nun, wann die Gleichung (64) gleiche 
Wurzeln hat. Die Gleichung s^ = s^ erfordert, dass (^ + «38 = 
und a^a = sei; daraus folgt aber Si^ 0, Sj = 0. In diesem 
falle kann man den Gleichungen (63) genügen, indem mau 
% = 0, «3 = setzt und für Mj und «, willkürliche Werthe 
wählt. Dies liefert eine längs der Axe Ox gerichtete Verschie- 
bungsaxe mit einer willkürhchen Winkel Verschiebung ip, da 
tan ^ = + — ist. Wegen «jg = sind aber die Kräfte im 
Gleichgewicht, und zwar bleibt dieses Gleichgewicht bei fort- 
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währender Drehung des Eörpers um die Äxe Ox ungestört; 
die Gerade Ox ist daher eine Gleichgewichtsaxe. 

Damit eine der Wurzeln äj oder Sj gleich &, werde, ist 
erforderlich, dass 

<hi^ + «ää ^ (65) 

sei, woraus folgt: 

Infolge der Bedingung (65) werden die heiden ersten der Glei- 
chungen (63) identisch und geben für s = a^s das Verhältnias 
M^ ; Uj 5=0^3:0^^; die dritle der Gleichungen (63) liefert für 
Mg einen willkürlichen Werth; die vierte erfordert, dass «j ^ 
sei. Man kann daher als Yerschiebnngsaxe eine beliebige, in 
der Ebene xOy durch gelegte Gerade wählen; dabei be- 
stimmt sich die entsprechende Winkelverschiebui^ mit Hilfe 
der Formel 

Für s = 0,3 liefern die Gleichungen (63): 

«i : «4 = Ojj : «äj, % = 0, 
sowie für «3 einen willkürlichen Werth. Man kann daher jede 
in der Ebene yOs durch gezogene Gerade zur Verschie- 
bungsase wählen, wobei die entsprechende Winkelverschiebnng 
durch die Formel 



bestimmt ist. 

Der eben betrachtete Fall tritt unter anderem dann ein, 
wenn das gegebene System ein Kräftepaar F, — F ist, dessen 
Kräfte in den mit dem Körper unveränderlich verbundenen 
Punkten (x, y), {x', y') angreifen. Dann wird nämlich 
«'ii = kv—y')'^, a^ = {^ — z')Z, a^ = {}) — y')Z, a^^={!!—z')Y; 
es ist daher 

welche Gleichung wegen «23 + «sj = auf die Bedingung 
(65) führt 

Die Bedingung 0^3 + Ogg -= zeigt, dasa mau als Axen 
Oy und Oz die Halbiningslinien der Winkel zweier Geraden 
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OÄ ufld OB zu wählen hat, die von parallel dem Arme 
dea Paares und parallel einer der beiden Kräfte F, — F ge- 
zogen sind. Man sieht hieraus, dass mau durch Drehui^ um 
eine beliebige, in der Ebene xOy oder xOs durch gezogene 
Axe die Gerade OA in die Lage OB überführen kann; da- 
durch erhält man statt des Kräftepaares zwei entgegengesetzt 
gleiche Kräfte, d, h. zwei Kräfte, die im Gleichgewicht sind. 

95. Stellen wir uns nun die Aufgabe, unter der Voraus- 
setzung, daBs der Hauptvector R nicht gleich Null ist, eine 
Verschi^mng su finden, nach welcher das g^ebem Kräftesystem, 
sich auf eine Eimdkraß reduciren lässt. 

Die Bedingung der Aufgabe läast sich durch die Gleichung 
(L-i-^L)£X-\-{M+^M)£Y-^(N-\- JN)£Z'==0 (66) 
ausdrucken, in der für ^L, JM, JN Ale Ausdrücke (18), 
S. 372, zu setzen sind. Da diese Gleichung in Bezug auf die 
drei Grössen l, [i, v, d. h. auf die Coordinaten des Endpunktes 
A der auf der Yerschiebungsaxe aufgetr^enen Strecke ^, vom 
zweiten Grade ist, so ist sie im Allgemeinen die Gleichung 
einer Fläche zweiter Ordnung. Es folgt hieraus, dass die Auf- 
gabe unendlich viele Lösungen hal Jede durch den Ursprung 
gehende Gerade, die jene Fläche (66) trifft, kann zur Ver- 
schiebungsaxe gewählt werden; die von ß nach den beiden 
Schnittpunkten dieser Geraden mit der Fläche (66) föhrendeu 
Radienyectoren OA und OA' bestimmen dabei die entspre- 
chenden Winkelverschiebungen tp und tp' nach den Formeln 
tan ^ ^ OA und tan -^ ^ OA'. Nach einer in dieser Art be- 
bestimmten Verschiebung reduciren sich die Kräfte auf eine 
Einzelkraft R längs einer Geraden, deren Gleichungen sind: 

ySZ- BEY=L-ir ^L, 

zSX — xSZ =M-\- JM, ■ (67) 

xZY— ySX=N-\- ^N, 
wo X, y, s die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Ge- 
raden und ,dLy ^M, ^N Functionen der Coordinaten X, ;*, v 
des Punktes A oder A' sind. Man kann die Gerade der Be- 
dii^ng unterwerfen, durch einen gegebenen Punkt {x, y, z) 
zu gehen, und mit Hilfe der Gleichungen (67) die entsprechen- 
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den Werthe von X, ft, v finden, die die erfoiderliche Verschie- 
buog des Eörpers bestimmen. 

Die Lösung der Torliegenden Frage lässt sich auf Grund 
der folgenden Betrachtungen vereinfachen. 

Jede Rotation eines Körpers um eine Äse OA um einen 
Winkel ip lässt sich ersetzen durch zwei andere auf einander 
folgende Verschiebungen; 1) eine Rotation um eine andere, 
zu OÄ parallele Axe O'B von demselben Sinne, wie die 
Winfeelverschiebung y und 2) eine Trajislationsverschiebung, 
bei der die Verschiebungen aller Punkte des Körpers geome- 
trisch gleich sind der Verschiebung eines beliebigen Punktes 
der Geraden O'B bei der gegebenen Rotation des Körpers um 
OA^ wenn man also den Abstand der Geraden OA und O'B 
mit h bezeichnet, so muss diese gemeinsame Translationsver- 
schiebui^ gleich 2h sin — sein. Die Trauslationsverschiebung 
verändert das Eauptmoment geometrisch nicht, so dass das 
Hauptmoment K' bezüglich nach der gegebenen Rotation 
um OA dasselbe ist, wie das Hauptmoment bezüglich nach 
der Rotation des Körpers um O'B. 

Ist (0) die Oentralaxe der Kräfte nach der Rotation um 
O'B, so nimmt dieselbe nafih der hinzugefügten Translations- 
verschiebung die Lage (C) derjenigen Geraden ein, die nach 
der gegebenen Rotation um OA die Centralaxe repräsentirt. 
Die Geraden (C) und (C), die eine verschiedene L^e im 
Räume haben, haben im Körper, d. h. bezüglich der Angriffs- 
punkte der Kräfte, dieselbe Li^e ; denn infolge der Translations- 
verschiebung fällt die mit dem Körper unveränderlich verbun- 
dene Gerade ((7) mit (C) zusammen. Man kann also bei der 
Bestimmung der Lage der Centralaxe im Körper nach einer 
beliebigen Verschiebung diese Verschiebung durch eine andere 
Rotationsverschiebnng um eine durch einen beliebigen Punkt 
gelegte, der ursprünghchen parallele Axe ersetzen. Auf Grund 
dieser Bemerkui^ lassen sich die zur Bestimmung des Haupt- 
momentes K' dienenden Formeln durch eine passende Wahl 
des Coordinatenursprungs vereinfachen. 

Setzen wir voraus, dass der Hauptvector R nicht gleich 
Null ist und die gegebenen Kräfte eine Centralebene besitzen, 
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und wählen wir als Coordinatenursprung den Centralpunfat 
dieser Ebene, d. h. den Mittelpunkt des Systems von Parallßl- 
bräften, welches die Projeciionen der gegebenen Kräfte auf 
Gerade bilden, die durch die Ängridspunkte parallel dem Haupt- 
vector H g^ogen sind. Wählt man femer die Äxe Ox in 
der Richtung des Hanptrectors H, so wird 

Endlich sei noch vorausgesetzt, dass die ursprüngliche Lage 
des Körpers eine solche ist, dass die Centralebene zu dem 
Hauptyector senkrecht und die Axen Otf und Os die Schnitt- 
linien dieser Ebene mit den Mittelebenen sind (vergl. § 87). 
Man hat dann: 

"is = ^r '^is ■= 0> 'Ha '^ 0, Ojg ^ 0. 
Lässt man nun nach § 87 im Punkte zwei Kräfte R' und 

— B' in der Richtung der Axe Oy, sowie zwei Kräfte M" uud 

— B" längs Og angreifen und mächt B" = R', so erhält 
man drei dem gegebenen Kräftesjstem äquivalente Kräfte, 
nämlich 1) die im Punkte angreifende Kraft B — B' — B", 
2) eine in einem gewissen Punkte A der Axe Oy angreifende 
Kraft gleich B' und 3) eine in einem gewissen Punkte B der 
Axe Os angreifende Kraft gleich B". 

Macht man nun B' = B" = B und bezeichnet die Werthe 
der Coordinaten y und s für die Punkte A und B mit p und 
g, so hat man 

a^=^B:p, a^ = Bq 
und nach den Formeln (18), S. 372: 

^L = -^ [(? — p) pv — (s +ii)A] , 
^jlf=.-H^(vA+p), (68) 

^iV_^(V-.). _ 

Mit Hilfe dieser Grössen findet man das Hauptmoment K', 
welches die Kräfte nach der durch die Grössen X, ft, v be- 
stimmten Verschiebung bilden. Die Gleichungen (67) der Cen- 
tralase geben in die folgenden über: 

eB = AM, —yB== /IN. (69) 
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Auf dieser Geraden bat mau die Grösse des kleinsten Momentes 

Z' cos (JE', B) — ^i 
anizutragen. 

Bestimmen wir nun die L^e der Gentralaxe im Korper 
selbst, d. h. die Lage der Geraden (69) bezüglich der Axen 
0§, Otj, 0^ welche die Lage repräsentiren, die die unveränder- 
lich mit dem Körper verbundenen Axen Ox, Oy, Oz nach der 
Yerschiebung einnehmen. Setzt man 

cos(6a:) = Oi, C08(ija;) = J^, cos(Sa:)™ci, 

cos(|y) = aa, cos(ij3/) = 6a, coa(£y)=(^, 

cos (l«) = Oj» cos in^) = h> cos (U) = Cs . 

so ei^ebt sich nach den Formeln (9) § 171 der Kinematik 

(S. 366): 

a, = i(l + i*-p»-i-*),&. = J(ip-i'),c. = §(A^+p), 
a, = li^fi-i-v), 6, = i(l-A«+^^-r^), ö,=l(tLV-).), (70) 
a^ = j{Xv~it),ht = -^{ftv-\->.), Cs = ^(l — A» — ft^ + v*); 
daher kann man die Formeln (68) in folgender Form schreiben: 

^M= — qliCi, (71) 

Bezeichnen |, ij, £ die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
der Centralaxe in Bezug auf die Äsen Og, Orj, Ot und setzt man 
c^Ti-i,t = l> fl,£ — c,4 = »t, bi^-ai7}=n, (72) 
so sind Rl, Um, Mn die Frojectionen des Momentes der längs 
der Centralaxe gerichteten Kraft R auf die Axen 0|, Oij, 0^. 
Da aber die geometrische Summe dieses Momentes und des 
kleinsten Momentes jiL aller Kräfte gleich dem Momente K' 
ist, so wird: ' 

Rl + Oi^L =- E' cos (Ä'l), 

Rm + b,JL = K' cos (JC'ij), (73) 

Rn + c,JL = K' coa {K £) . 
Das Moment K' ist aber auch die geometrische Summe der 
Momente der parallel Oy und Oz gerichteten Kräfte R\ und 
R'[, die in den Funkten A und B angreifen, deren Coordina- 
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ten bezüglich 0|, Oiy, 0£ resp. (0, p, 0) und (0, 0, q) sind. 
Daher hat man 

K' coa {K' l)=R{pi^~~q\), 

K' cos {K'ri) = Mqa^ , 

K' cos {ä:'£) = — Bjjdg. 
Durch Vergleichung dieser Formeln mit den Formeln (73) findet 
man, wenn -p- ^ h gesetzt wird: 

l + ajc = pCj — 363 , 
m+ &,Ä = goa, (74) 

« + Cji ^ JJHj . 

Hieraus ergeben sich die gesuchten Gleichungen der Central- 
axe in Bezug auf die Coordinatenasen 0%, Oti, Ot, wenn man 
Hir l, m, n ihre Ausdrücke aus (72) einsetzt 

Die Quadratsumme der Äusdrllche (73) liefert: 
B* (i* + m* + n^) + ^L^ = K"; 
andererseits ist aber 

K'' = z/i« + ^Jlf ' 4- JN^ ; 
also ist 

I^Q^-i-m' + m') = ^Se + ^IP. 
Setzt man hier für ^M und ^N ihre Auadrücte (71) ein, so 
ergiebt sich die Gleichung 

/^ + m' + «* = p'b"; + qh\ (75) 

zwischen den Grössen a,, 6,, Ci, /, m, w, die man ala Stralen- 
coordinaten der Oentj-alaxe ansehen kann. Da diese Gleichung 
bezüglich jener Coordinaten vom zweiten Grade ist, so reprä- 
sentirt sie einen Complex zweiter Ordnung. Die Stralen 
dieses Complexes sind die verschiedenen Lagen im Korper, 
welche die Centralaxe der Kräfte nach den verschiedenen Ver- 
schiebungen einnimmt. 

Man kann die Centralaxe der Bedingung unterwerfen, die 
Ebene jfOe in einem gegebenen Punkte (y, e) zu treffen; dann 
findet man aus den bekannten Coordinaten dieses Punktes nach 
den Formeln (69) die entsprechenden Grossen z/Jlf und ^N", 
während die Grösse JL des dieser Centralaxe entsprechenden 
kleinsten Hauptmoments willkürlich bleibt Es entsprechen 
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daher jeder gegebenen Lage der Centralaxe im Räume unend- 
lich viele Verschiebungen des Körpers, die durch die Grössen 
X, (t, V bestimmt sind; diese Grössen genügen dabei zwei 
Gleichungen, die man durch Elimination von JM und JN 
aus den Gleichungen (69) und (68) erhält, nämlich den Glei- 
chungen : 

{J> +^> + „>), + 2q{vi + p.) ~ 0, 
a' + f.' + v')y + ip(ly. -v, — 0. 
Es sind dies die Gleichungen der Schnittlinie zvreier Flächen 
zweiter Ordnung. 

Aus gegebenem y und z findet man mit Hilfe der For- 
meb (69) und (71) die Werthe 6, = — -^ und c^ = — — för 
die Cosinus der Winkel %0y und |0?; femer hat mau 

cos {iOx) = o, = + ]/l — &J — c\ . 
Da nun \ und c^ nicht grösser als Eins sein können, so dürfen 
die Werthe der Coordinaten y und z nicht grösser als p und 
q sein. Vermittelst der gefundenen Winkel iOx, |0y, iOz 
bestimmt sich die Lage der Axe Ox gegen die Axen 04, Oij, 
Og. Es giebt zwei solche Lagen, deren eine OD den Wertheu 



h, ci, + yi —K — c\, 

die andere OD' den Werthen 



' \> c„- V\ — h\ —c] 
entspricht. Jede Verschiebung des Körpers, durch welche die • 
Gerade OD oder OD' in die Axe Ox, d. h. in die ßichtung 
des Hauptvectors 11 Übergeführt wird, ist eine der gesuchten. 
Die Axe einer solchen Verschiebung braucht nur der Bedingung 
zu genügen, gleiche Winkel mit den Geraden OD und Ox, 
resp. OD' und Ox zu bilden. Man kann daher als Axe der 
gesuchten Verschiebung jede durch gehende Gerade wählen, 
welche in der den Winkel DOx halbirenden und zur Ebene DOx 
senkrechten Ebene oder in der den Winkel D'Ox halbirenden 
und zur Ebene D' Ox senkrechten Ebene liegt. 

Substituirt man in Gleichung (75) für h^ und c^ ihre 

Werthe — — , und setzt «* + «* = o^, so erhält man 

die Gleichung 
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r + m' + n'-f', (76) 

in der man die Grösseo l, m, n als Projectionen des Moments 
einer der Einheit gleichen Kraft auf die Coordinatenaxen an- 
sehen kann, die mit diesen Axen Winkel bildet, deren Cosinus 
Aj, h^, c^ sind. Die Gleichung zeigt, dass die Grösse dieses 
Momentes der gegebene Abstand q des Pankt«B (y, s) vom 
Ooordinatemirsprnng ist Ea sind daher alle der Äxe Ox 
parallelen Stralen des Complexes (75) Erzeugende eines Ereis- 
cylinders vom Badius q, so dass auch diese Erzeugenden ver- 
schiedene L^en der Centralaxe darstellen, entsprechend solchen 
Verschiebungen, durch welche OD oder OD' in Ox Über- 
geführt wird. 

Suchen wir nun noch die Lage derjenigen Centralaxe im 
Körper zu bestimmen, die einem gegebenen Werthe des kleinsten 
Moments, d. h. der Grösse ^L oder des Verhältnisses -p- ^ k, 
entspricht. Diese neue Bedingung liefert eine weitere Gleichung 
zwischen den Coordinaten Oj, 6,, c,, l, m, n der Gentralaxe; 
man erhält sie folgendermassen. 

Aus den Gleichungen 

'^1 + <*1 + «? ^ li «? + &J + cj ^ 1 
folgt 

öj + dj = öj + «J ; 
setzt man hierin fär a^ und «g ihre Werthe aus (74), nämlich 

"-^, a, = ^^, (77) 

Dies ist die weitere Gleichung, die zwischen den Stralen- 
coordinaten der Centralaxe besteht; sie ist vom zweiten Grade 
bezüglich dieser Grössen und ist daher die Gleichung eines 
Complexes zweiter Ordnung, Die Gleichungen (75) und (78) 
zusammen reprilsentiren die Congruenz, welche die den beiden 
Complexen zweiter Ordnung gemeinsamen Stralen bilden. Jeder 
Stral einer solchen Congruenz ist eine einem gegebenen kleinsten 
Momente z/L entsprechende Lage der Centralaxe im Korper. 
Unterwirft man nun die Axe noch der Bedingung, die 
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Ebene yOe in einem gegebenen Punkte (if, z) zu treffen, bo 
findet man nach dem Yorhei^ebenden aus den Coordinaten 
dieses Punktes drei Stralencoordinaten a^, J,, Cj, welche die 
Itichtuug der die Lage der Axe Ox bezüglich 0|, Ot}, 0£ 
darstellenden Geraden OD oder OD' bestimmen. Hiernach 
bleiben in den Gleichungen (75) und (78) nur die Grössen |, 
jj, g, die in l, m, n vorkommen, unbestimmt; diese' Glei- 
chungen stellen daher zwei Cjlinder dar, deren Erzeugende der 
Geraden OD oder OD' parallel sind. 

Da diese Cylinder von der zweiten Ordnung sind, so 
haben sie im Allgemeinen vier gemeinsame Erzeugende; jede 
derselben kann als die gesuchte Lage der Gentralase im Körper 
angesehen werden, die den beiden Bedingungen genügt, dass 
sie erstens einem gegebenen Wertbe des kleinsten Moments 
entspricht und zweitens die Ebene yOz in einem gegebenen 
Punkte trifft. Fügt man zu den Gleichungen (75) und (78) 
die Gleichung 

hinzu und löst diese drei Gleichungen nach den unbekannten 
Stralencoordinaten l, m, n auf, so erhält man vier Lösungen, 
die den erwähnten vier Lagen der Oentralaxe entsprechen. Hat 
mau eine dieser Lösungen gewählt, so lassen sich die ent- 
sprechenden Werthe von Og und dg aus den Gleichungen (77) 
finden; die ersten der Gleichungen (74) und (71) ergeben dann 
die entsprechenden Wertbe 

(i -|- a, k)p — qk , (i 4" *i k)q — ph 



(79) 



Endlich erhält man aus den Gleichungen 

(s. Kinematik, S. 362, Formeln (3)) die Grössen 



\' 






Mau kennt nunmehr die Cosinus aller Winkel, welche die 

Axen 0%, Oiq, 0% mit den Axen Ox, Oy, Os bilden und findet 

daher nach den Formeln auf Seite 366 der Kinematik die 

Grössen 

1 — ^ — *=» „ = fi— 0, _ gj — &. 

«i+^ + t^s + l' ^ «i+^ + Ci + l' «. + 6. + CS + 1' 
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welche die Aie der der betreffenden Lage der Gentralaxe ent- 
sprechenden Yerschiehung bestimmen. Endlich ergiebt sich 
die entsprechende Winkelverschiebung selbst nach der Formel 



t-f-vi;^ 



+ 1 



Unterwirft man die einem gegebenen Werthe von k ent- 
sprechende Centralaxe der Bedingung, durch einen gegebenen 
Punkt (I, rj, E) des Körpers zu gehen, so hat man zur Be- 
stimmung der Stralencoordinaten o,, &,, c^ dieser Geraden 
die Gleichung 

a\ + b\-t cj^ 1 
und die beiden Gleichungen (75) und (78), in denen man für 
I, 7j, g die Coordinaten des gegebenen Punktes zu selben hat. 
Da (75) und (78) für die Unbekannten a,, h^, c^ vom zweiten 
Grade sind, so stellen sie zwei Kegel zweiter Ordnung dar, 
die eine gemeinsame Spitze haben. Dieselben haben daher 
im Allgemeinen vier gemeinsame Erzeugende; jede durch den 
Punkt (g, T], £) gehende und einer dieser gemeinsamen Er- 
zeugenden parallele Gerade repräseutirt eine den Bedingungen 
der Aufgabe entsprechende Lage der Centralase. Bei ge- 
gebenen $, 1], g liefern die Gleichungen (75) und (78) vier 
Werthsysteme für — und ^, und jedem dieser Systeme ent- 
sprechen infolge der Gleichung 

o; + !■; + o; - 1 

zwei Werthe a^, die gleich, aber von entgegengesetztem Vor- 
zeichen sind; diesen beiden Werthen von Oj entsprechen dann 
gleichfalls je zwei entgegengesetzt gleiche Werthe von J, und c^. 
Es entspricht also jedem, den Gleichungen (75) und (78) ge- 
nügenden Systeme der Grössen a^, b^, q ein denselben Glei- 
chungen gleichfalls genügendes System — a^, — &,, ^Ci; aber 
beide Systeme bestimmen die Lage einer und derselben Ge- 
raden. Es genügt daher, nur vier der Werthsysteme a,, \, 
Cj, die den Gleichungen (75) und (78) genügen, zu betrachten. 
Sind o,, &,, c, bestimmt, so findet man aus den Formeln (72) 
die übrigen Stralencoordinaten l, m, n der gesuchten Ge- 
raden. Hierauf ei^eben sich, wie im vorigen Falle, die Cosinus 
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der Winkel der Axen 0|, Otj, 0£ mit den Äsen Ox, Oy, Oa 
sowie die Grössen X, p,, v, welche die der fraglichen Central- 
ase entsprechende Verschiebung bestimmen. 

Die Gleiehimgen (75) und (78) der Congruenz lassen sich 
in' folgender Weise darch zwei andere ersetzen. 

Aus den Gleichungen, die zwischen den Cosinus der Winkel 
der Axen 0|, Ot), 0£ mit Ox, Oy, Oz besteben, ergeben sich 
leicht die Gleichungen 

substituirt man hierin für a^, a^, c^, b^ ihre Ausdrücke (77) 
und (79), so ergeben sich Gleichungen, in denen nur die 
Grössen Ui,\, c,, l, m, n Torkommen, nämlich die Gleichungen: 



Diese Gleichungen sind gleichbedeutend mit den Gleichui^en 
(75) und (78); denn addirt man sie, so erhält man sofort (78); 
addirt man sie di^egen, nachdem man sie zuvor reap. mit ^ 
und y multiplicirt hat, so ei^iebt sich Gleichung (75). Folglich 
ist die einem gegebenen Werthe des kleinsten Hauptmoments 
idL == Bh entsprechende Centralaxe ein Stral der Congruenz (80), 

Betrachten wir nun den Specialfall k ^0, d. h. stellen 
wir uns die Aufgabe, eine derartige Verschiebung des Körpers 
zu finden, nach welcher alle Kräfte sich auf eine einzige 
Kesultante reduciren lassen, und die Lage derjenigen Geraden 
im Körper zu bestimmen, längs welcher diese Kraft gerichtet 
sein muss. 

Setzt man in Gleichung (80) i = 0, so ergiebt sich 

p> ' p» _ gi 1 

Die Stralen dieser Congruenz repräsentiren im Körper die- 
jenigen Lagen der ßesultante, die den Verschiebungen ent- 
sprechen, nach welchen die Kräfte einer Einzelkraft äquivalent 
werden. Minding hat gezeigt, dass alle diese Geraden sich ' 
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an zwei mit dem Körper unveränderlich verbundene Gurren 
anlehnen, die in den Ebenen i;0| und ^0| liegen; es sind 
dies eine Ellipse und eine Hyperbel, deren gemeinsamer Mittel- 
punkt der Punkt und deren Hauptdurchmeaser die Axe 0| 
ist, auf welcher die Brennpunkte der beiden Ourven so rer- 
theilt sind, dass die Brennpunkte der einen Gurre die Scheitel 
der anderen sind. 

Um diesen merkwürdigen Satz zu beweisen, betrachten 
wir die Spuren der Stralen der Congruenz (81) in den Ebenen 
ijOI und gO|. Die Spuren in der ersten dieser beiden Ebenen 
genügen den Gleichungen 

die Spuren in der zweiten Ebene erfüllen die Gleichungen 

. V-O, {^ + ^.-i)k-0. (83) 

Sind c, und 6, nicht gleich Null, d. h, ist der betreffende Stral 
weder der Ebene i]0| noch der Ebene £0| parallel und liegt 
er auch in keiner von ihnen, so muss man haben: 

■^ + -5-^ = 1, (84) 

K' + -r^ = 1 - (85) 

p p i 

Dies sind aber die Gleichungen zweier Gurven zweiter Ord- 
nung, deren Mittelpunkt und deren Hauptdurchmesser die 
Äxe 0| ist 

Tür i» > g ist die Curve (84) eine Hyperbel von der Ex- 
centricität p, die Curve (85) aber eine Ellipse, deren grosse 
Axe gleich 2p ist Ist dagegen q>p, so ist (84) eine Ellipse, 
deren grosse Axe gleich 2g, und (85) eine Hyperbel, deren 
Excentricität gleich q ist In beiden Fällen liegen also die 
Scheitel der einen Curve in den Brennpunkten der anderen. 

Für einen, der Ebene i]0| parallelen oder in dieser Ebene 
liegenden Stral ist c, = 0, also nach der ersten der Glei- 
chungen (81): 

Diese Gleichung wird erfüllt, wenn man setzt 
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a+_ii_ = Ooder £=0. (86) 

Im Falle q> p ist das erstere nicht möglichj folglich muss 
g^O sein, d. h. der Stral muss in der Ebene ijOg liegen. 
Ein solcher Stral schneidet die Hyperbel (85) im Punkte 
g ^ 0, I ■= + p, d. h. in einem der Scheitelpunkte der Curve. 
Da aber dieser Punkt der Brennpunkt der Ellipse (84) ist und 
daher innerhalb dieser Curre liegt, so muss der betreffende 
Stral die Ellipse schneiden. Er stützt sieb somit auf beide 
Curven (84) und (85). Im Falle p > g ist die erste der 
Gleichungen (86) zulässig, und es braucht t nicht gleich Null 
zu sein. Dies liefert einen Stral, der der Asymptote der 
Hyperbel (84) parallel ist, d. h. der diese Curve im Unend- 
lichen schneidet. Da aber 6^ nicht gleich Null ist, so reducirt 
sich die Gleichung (83) auf Gleichung (85); der Stral muss 
somit die Ellipse (85) schneiden. 

Ebenso findet man, dass ein Strai, für den 6^ = ist, 
in der Ebene §0| liegt oder der Asymptote der Hyperbel (85) 
parallel ist. Ist endlich J, ^ und c^ = 0, so fällt der Stral 
mit der Axe 0^ zusammen. Man sieht hieraus, dass sich alle 
Stralen der Congruenz (81) ohne Ausnahme an die beiden 
Gurren (84) und (85) lehnen j diese Curven sind daher die 
Directricen der Congruenz. 

Einige weitere Untersuchungen über die in diesem Capitel 
bebandelten Fragen findet man in den folgenden Werken: 

Möbius, Lehrbuch der Statik, 1837. 

Min ding, verschiedene Abhandlungen im 14. und 15. Bande 
von Crelle's Journal. 

Moigno, Le9ons de M^canique analytique. I. Statique. 
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